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Lafforgue a récemment établi la correspondance de Langlands pour GL r sur un corps 
de fonctions. Sa preuve suit la stratégie introduite, il y a plus de 25 ans, par Drinfeld 
pour traiter le cas r = 2. Une des innovations principales est la construction d'une 
compactification toroïdale du schéma simplicial PGL* / PGL r classifiant de PGL r 
qui prolonge la compactification de De Concini et Procesi de PGL^ /PGL r . 

Après avoir énoncé le théorème principal et ses conséquences, nous présenterons les 
grandes lignes de la démonstration, en renvoyant pour les détails aux publications de 
Lafforgue ([La 1] à [La 10]). Les sections 4 (Compactification du classifiant de PGL r ) 



> 



Je remercie chaleureusement L. Lafforgue pour son aide dans la préparation de cet 
exposé. 



et 7 (Une variante d'un théorème de Pink) sont de nature générale et peuvent être lues 
O . indépendamment du reste du texte. 

O 

a 

> 1. ÉNONCÉ DU THÉORÈME PRINCIPAL 

'X 

a. 

On fixe dans tout cet exposé une courbe X projective, lisse et géométriquement 
connexe sur un corps fini W q à q éléments. On note \X\ l'ensemble des points fermés de 
X. 

Soit F le corps des fonctions de X . On identifie les places de F aux éléments de \X\. 
Pour chaque x G \X\ on peut former le complété F x de F en la place x. C'est un corps 
de valuation discrète complet. On notera encore x : F* — > Z sa valuation. L'anneau 
des entiers de F x est l'anneau de valuation discrète O x = {a x G F* \ x(a x ) > 0} U {0}, 
Px = Wx £ F x | x{a x ) > 0} U {0} est l'unique idéal maximal de O x et le corps résiduel 
k(x) = O x /p x est une extension finie de ¥ q dont on notera deg(a;) le degré. 

L'anneau (topologique) des adèles de F est le produit restreint 

A = {a = (a x ) xe \ X \ | a x G O x pour presque tout x} C F x 

xe\x\ 

où l'expression «pour presque tout x» signifie «pour tous les x sauf un nombre 
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fini». Le corps F se plonge diagonalement dans A et l'anneau topologique compact 
:= rix6|x| ®x es t un sous-anneau de A. 

On dispose d'un homomorphisme de groupes deg : A x — > Z défini par 

deg(a) = de ë( x ) x ( a x)- 

xe\x\ 

Cet homomorphisme est surjectif et est identiquement nul sur F x et aussi sur O x . Son 
noyau est compact modulo F x : en d'autres termes, pour tout a G A x de degré non 
nul, le groupe quotient F x \A x /O x a z est fini. 

1.1. Représentations automorphes cuspidales 

Soit r un entier > 1. On considère le groupe adélique GL r (A) des matrices inversibles 
de taille r x r et à coefficients dans l'anneau A, et ses sous-groupes GL r (F) et 

K= II K x = GL r (0) = J] GL r (O x ). 

xe\x\ xe\x\ 

On fixe une fois pour toute une mesure de Haar dg sur GL r (A), et une décomposition 
dg = rix6|x| dgx de cette mesure en produit de mesures de Haar locales. Il est commode 
de normaliser dg et les dg x par les conditions vo\(K, dg) = 1 et vol(K x , dg x ) = 1. 

Une forme automorphe cuspidale (pour GL r sur F) est une fonction ip : GL r (A) — > C 
ayant les propriétés suivantes : 

1) tp^g) = <p(g), V 7 G GL r (F), G GL r (A), 

2) il existe un sous-groupe K v C K d'indice fini tel que p(gk) = p(g), G GL r (A), 
V/c G K v , 

3) il existe a G A x tel que deg(a) ^ et (p(ga) = (p(g), G GL r (A), 

4) pour toute décomposition non triviale r = r± + ■ ■ ■ + r s de r en entiers strictement 
positifs, qui définit un sous-groupe parabolique standard P = MU C GL r de 
radical unipotent U et de composante de Levi M = GL ri x • • • x GL rs , le terme 
constant 

GL r (A) — > C, g i— > / (p(ug)du 7 

JU(F)\U(A) 

est identiquement nul (ici du est n'importe quelle mesure de Haar sur le quotient 
compact U(F)\U(A)). 

Si l'on fixe un élément ao de degré non nul dans A x , on a 

-t'cusp = -^cusp(Oo) 
n>l 
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où, pour tout a G A x de degré non nul, L cusp (a) C L cusp est le sous-espace défini en 
imposant ce a particulier dans la propriété 3). 

Toujours pour a G A x de degré non nul, on montre que toute fonction ip G L cusp (o) 
est à support compact sur GL r (F)\ GL r (A)/a z , et on peut donc munir L cusp (a) du 
produit scalaire hermitien défini positif 



(<Pi,<P2) ■= / <Pi{g)<P2(g)dg. 

JGh r (F)\GL r (A)/a z 



Le groupe GL r (A) agit par translation à droite sur l'espace vectoriel complexe 

-^cusp = L cusp (GL r (F)\ GL r (A)) 

des formes automorphes cuspidales. Cette représentation est lisse (le fixateur de tout 
vecteur dans L cusp est un sous-groupe ouvert de GL r (A)). Comme on a fixé une mesure 
de Haar dg sur GL r (A), la donnée de cette représentation équivaut à celle d'une structure 
de IK-module sur L cusp , où V algèbre de Hecke 

"H = e^°(GL r (A)) 

est l'algèbre de convolution des fonctions complexes, localement constantes et à support 
compact, sur GL r (A). 

Pour chaque a G A x de degré non nul, l'action de GL r (A) respecte le sous-espace 
-^cusp(a)- La représentation induite sur ce sous-espace est admissible (pour tout sous- 
groupe K' C K d'indice fini, l'espace vectoriel des invariants sous K' dans L cusp (a) est 
de dimension finie). Elle est de plus unitaire pour le produit scalaire défini ci-dessus. La 
représentation de GL r (A) sur L cusp est donc semi-simple : elle admet une décomposition 
isotypique 

r ~ T/©m(7r) 

où 7T parcourt un système de représentants des classes d'isomorphie de représentations 
complexes irréductibles admissibles de GL r (A), où V n est l'espace de tt (en général de 
dimension infinie) et où les multiplicités m(n) sont des entiers > 0. 

Définition. — Une représentation automorphe cuspidale irréductible (pour GL r sur 
F) est une représentation complexe admissible irréductible de GL r (A) qui est isomorphe 
à un facteur direct de L cusp . 

On notera A r un système de représentants des classes d'isomorphie de ces représenta- 
tions automorphes cuspidales irréductibles. Chaque 7r G A r admet un caractère central 
: F X \A X — > C x qui est d'ordre fini puisque u^ip) = 1 pour au moins un a G A x de 
degré non nul. 
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Théorème (Théorème de multiplicité un, [PS 2], [Sri]). — On a 

-t'CUSp = ^71- • 

En d'autres termes, les multiplicités dans la décomposition isotypique de la représen- 
tation L cusp de GL r (A) sont données par m(7r) = 1 si ir est automorphe cuspidale et 
m(7r) = sinon. 

Pour tout x G \X\, on définit aussi V algèbre de Hecke locale 

X x = e?(GL r (F x )). 

C'est l'algèbre de convolution pour la mesure de Haar dg x sur GL r (F x ). L'espace de 
toute représentation lisse de GL r (F x ) est naturellement muni d'une structure de < K X - 
module. 

On notera bk x G la fonction caractéristique de K x = GL^Oa;) dans GL r (F x ) et 
on appellera algèbre de Hecke locale non ramifiée la sous-algèbre 

Mx(Kx) = £k x *^x* e Kx C "K x . 

C'est une algèbre commutative unitaire munie d'un isomorphisme, construit par Satake, 

Jt x (Kx) — C[zi, zï 1 , . . . , z r , z~ 1 ] @r , 

où le groupe symétrique & r agit par permutation des indéterminées zi,...,z r . En 
particulier, si {tt x ,V^ x ) est une représentation admissible irréductible de GL^i 7 ^) non 
ramifiée, c'est-à-dire telle que V^ œ ^ (0), on a en fait 

dim(l£-) = 1 

et le ( K X (K X ) -module V^ x de rang 1 et aussi la représentation {tt x ,V^ x ) sont (à 
isomorphisme près) uniquement déterminés par la donnée d'un r-uplet non ordonné 

(zi(n x ), . . . , z r (n x )) 

de nombres complexes non nuls, appelés les valeurs propres de Hecke de ir x . 
L'algèbre de Hecke globale % est le produit tensoriel restreint 




des algèbres de Hecke locales, où S parcourt l'ensemble des parties finies de \X\. Une 
représentation admissible irréductible (ir,V n ) de GL r (Â) admet donc, pour chaque 
x G \X\, une composante locale (7r x ,V nx ) qui est une représentation irréductible 
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admissible de GL r (F x ) bien définie à isomorphisme près. Pour presque tout x, tt est 
non ramifiée en x, c'est-à-dire admet une composante locale non ramifiée en x, et ir est 
le produit tensoriel restreint 




xe\x\ 



de ses composantes locales. (Une fois que l'on a fixé une base v x de V^f pour chaque 
place x non ramifiée pour n, l'espace de la représentation du membre de droite est par 
définition la limite inductive 




pour S parcourant l'ensemble des parties finies de \X\ qui contiennent toutes les places 
ramifiées pour tt.) 

On définit la fonction L partielle de tt comme le produit eulérien formel 

^(.,T )= n ^>= n nr.d-^Lr^)) ^" 

xgS* x^S„ 11 î=1 v n XJ > 

où S-k C |X| est l'ensemble fini des places ramifiées de n. Godement et Jacquet ([G-J]) 
ont démontré que le produit eulérien L Sn (tt, q~ s ) converge absolument dans un demi- 
plan Re(s) > a pour un nombre réel a assez grand, et que la série formelle en T définie 
par L s ^{tx,T) est en fait le développement d'une fraction rationnelle dans C(T), et 
même d'un polynôme dans C[T] si r > 2. 

1.2. Représentations du groupe de Galois 

On fixe une clôture séparable F de F et on note IV le groupe de Galois de F sur 
F. Pour chaque x G \X\ on choisit arbitrairement un sous-groupe de décomposition 
D x C Tj7 en ï. Ce groupe de décomposition est le groupe de Galois d'une certaine 
clôture séparable F x de F x . On note I x C D x le sous-groupe d'inertie de ce groupe de 
décomposition. Le groupe quotient D x /I x est isomorphe au groupe de Galois r K ( x ) de 
k(x) sur k(x) pour une certaine clôture algébrique n(x) de k(x) et est donc isomorphe à 

Frob^ où Frob x G r K ( x ) est l'élément de Frobenius géométrique (l'inverse de l'élévation 
à la puissance \k(x) \ = g de s( x )). 

Muni de la topologie de Krull, Tp est un groupe topologique pro-fini, dont les 
représentations complexes continues et de dimension finie se factorisent nécessairement 
par un quotient fini. Suivant Serre et Grothendieck, on obtient une catégorie plus vaste 
de représentations de en remplaçant le corps des coefficients C par un corps £-adique. 
Fixons donc un nombre premier auxiliaire £, distinct de la caractéristique de ¥ q , et fixons 
une clôture algébrique de Q^. 
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Une représentation l-adique a de Vf est un Q^-espace vectoriel V a de dimension 
finie, muni d'un homomorphisme de groupes a :Yp Aut^V^), ayant les propriétés 
suivantes : 

1) il existe une base de V a identifiant Aut^ (V CT ) à GL r (Q^), où r est la dimension 

de Ver, et une extension finie E\ de Qg contenue dans Qg telles que o~(Tf) C 
GL r (E\) c GL r (Q,), 

2) a : T F — > GL r (E\) est continu pour la topologie de Krull sur T F et la topologie 
Sadique sur GL r (E\), 

3) pour presque tout x G \X\, a est non ramifiée en x, c'est-à-dire que la restriction 
a x de a au sous-groupe de décomposition D x C Tp est triviale sur le sous-groupe 
d'inertie I x C D x . 

Ces représentations forment une catégorie abélienne où tout objet est de longueur 
finie. 

Soit Sr un système de représentants des classes d'isomorphie de représentations £- 
adiques irréductibles de rang r de Tp dont le déterminant (la puissance extérieure 
maximale) est d'ordre fini. Pour chaque a G Sr, on note S a l'ensemble fini des places 
de F où a est ramifiée. Pour chaque x G" S a , on dispose de l'automorphisme a x (Frob x ) 
de Ver, et on note 

(zi((T x ), • • • , z r (a x )) 

les valeurs propres de Frobenius de a en x, c'est-à-dire le r-uplet non ordonné d'éléments 
non nuls de Qg formé des valeurs propres de er^Froba;). La fonction L partielle de a est 
par définition le produit eulérien formel 

Il résulte de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]) que cette série 
formelle est le développement d'une fraction rationnelle dans Q^(T), et même d'un 
polynôme dans Qe[T] si r > 2. 

1.3. La correspondance de Langlands et ses conséquences 

On fixe un isomorphisme de corps t : Qg C (il en existe d'après l'axiome du 
choix). On notera encore i les isomorphismes de Qg(T) (resp. Q^[[T]]) sur C(T) (resp. 
C[[T]]) induits par i. 

Théorème Principal. - - (i) (Correspondance de Langlands) II existe une unique 
bijection 

A r Sr, 7T H-> (t(tt), 
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telle que, pour tout n G A r on ait l'égalité de facteurs L locaux 

l(L(<t(it) x ,T)) = L(tt x ,T), 

pour presque tout x S a ( n ) U S n . 

(ii) (Conjecture de Ramanuj an-Peter sson) Pour tout tv G A r et toute place x ^ S n 

on a 

\zi(n x ) \ = 1, Vi = l,...,r. 

Le cas r = 1 de ce théorème est une reformulation de la théorie du corps de classes 
abélien pour les corps de fonctions. Le cas r = 2 a été démontré par Drinfeld ([Dr 6], 
[Dr 7]). Le cas général est dû à Lafforgue ([La 10]). 

Les conséquences de ce théorème qui sont formulées ci-dessous étaient attendues, et 
leur déduction du théorème principal est bien connue. 

Théorème (Compatibilité avec la correspondance de Langlands locale). — Pour tout 
7T G A r et tout x G \X\, la représentation de Galois locale o~(n) x de D x =Tp x est l'image 
o~ x (tv x ) de la représentation locale tt x de GL r (F x ) par la correspondance de Langlands 
locale (cf. [L-R-S]). En particulier, tv et a(ir) ont les mêmes facteurs L locaux en toutes 
les places de F. 



Théorème (Conjecturé par Deligne, [De](1.2.10)). — Soit a G Sr- 

(i) Le sous-corps E = E(a) de engendré sur Q par les coefficients des 
polynômes — Zi(a x )T) pour tous les x G" S a est un corps de nombres (une 
extension finie de Q) . 

(ii) Pour tout nombre premier £' distinct de la caractéristique de F q , fixons une 
clôture algébrique de et notons Sr,e' l'ensemble Sr correspondant. 

Il existe alors une unique famille de représentations at^y G Sr,e' , indexée par les 
couples (£',X') formés d'un nombre premier £' distinct de la caractéristique de ¥ q et 
d'un plongement X' : E Q^, et ayant les propriétés suivantes : 

- a = o~e,\ où À est l'inclusion de E dans Qg, 

- chaque ae^y a le même ensemble de places ramifiées que a et pour tout x ^ S a 
on a l'égalité 

r / r \ 

J](l - Zi(a e/ ,y, x )T) = X' J](l - Zl (a x )T) G Q e ,[T}. 

i=l \i=l ) 



□ 
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Théorème (Conjecturé par Deligne, [De] (1.2.10)). — Soient Y un schéma normal de 
type fini sur le corps fini W q et £ un système local i-adique de rang r sur Y . On suppose 
que L est irréductible et que sa puissance extérieure maximale det(-C) est d'ordre fini 
(det(£)® 7V est isomorphe au faisceau l-adique constant de valeur Q £ sur Y pour tout 
entier N > 1 assez divisible). Alors £ est pur de poids 0. □ 

Une conséquence plus indirecte du théorème principal est l'énoncé dit « de descente » 
dans la première construction de Drinfeld (cf. [Dr 12], [F-G-K-V], [Lau 5], [Lau 6]) des 
faisceaux automorphes partout non ramifiés pour GL r sur une courbe lisse, projective 
et géométriquement connexe sur un corps arbitraire (éventuellement de caractéristique 
nulle) . 



1.4. Historique 



L'outil principal inventé par Drinfeld et utilisé par Drinfeld et Lafforgue pour 
démontrer le théorème principal, est le champ modulaire des chtoucas. Avant de 
découvrir ce champ, Drinfeld avait introduit des variétés modulaires sur les corps de 
fonctions très semblables aux variétés de Shimura sur les corps de nombres : les variétés 
de modules elliptiques (ou de faisceaux elliptiques). L'utilisation de ces variétés avait 
permis de construire o~(tt) sous certaines conditions sur la représentation locale tc^ en 
une place donnée oo G \X\. Ainsi, Drinfeld ([Dr 9] et [Dr 10]) avait construit o~(tc) quand 
r = 2 et est dans la série discrète, et Flicker et Kazhdan, puis moi-même, avions 
généralisé cette construction de Drinfeld, pour r arbitraire, dans les cas où tToo est soit 
supercuspidale ([F-K]), soit la représentation de Steinberg ([Lau 1], [Lau 2]). 

L'assertion d'unicité du théorème principal était connue depuis longtemps : elle est 
en effet une conséquence immédiate du théorème de densité de Cebotarev ([Se]). Il en 
était de même de l'injectivité de l'application tv — > a{rv) qui est automatique d'après le 
théorème de multiplicité un fort de Piatetski-Shapiro ([PS 2]). 

Deligne avait remarqué un principe de récurrence permettant de déduire la sur- 
jectivité de l'application tv — > o~(tv) de son existence. Plus précisément, si pour tout 
r' = 1, . . . , r — 1, on a construit une application tv' — > o~'(tv') de A r i — >• Sr' telle que, quel 
que soit tt' G A r >, on ait l'égalité de facteurs L locaux 

i(L(o-'(n') x ,T)) = L(n' xl T) 

pour presque tout x G" S a ^ 7r ^US n ' , alors l'équation fonctionnelle de Grothendieck ([Gr]), 
la formule du produit pour la constante de cette équation fonctionnelle ([Lau 7]) et le 
théorème inverse de Hecke, Weil et Piatetski-Shapiro ([PS 1], [C-PS]) permettent de 
définir une application 

telle que, quel que soit a G 9r 5 on ait l'égalité de facteurs L locaux 

l(L(tt(o-) x ,T)) = L(a x ,T) 
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pour presque tout x ^ S a U S^^y 

Lafforgue avait obtenu auparavant un énoncé très proche de la conjecture de 
Ramanujan-Petersson ([La 1]) comme une conséquence de la description adélique de 
Drinfeld des chtoucas sur les corps finis ([Dr 6]), de la formule des traces d'Arthur- 
Selberg ([Ar]), de la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]), du 
théorème de pureté de Deligne ([De]) et des estimées de Jacquet- S halika pour les valeurs 
propres de Hecke des représentations automorphes cuspidales irréductibles ([J-S 1]). 

1.5. La stratégie 

La stratégie utilisée par Drinfeld et Lafforgue pour définir l'application 7r — > (t(tt) de 
A r dans S r est inspirée des travaux de Shimura, Ihara, Deligne, Langlands, ... Sous sa 
forme la plus naïve elle peut se décrire comme suit : 

On construit un schéma V sur F muni d'une action de l'algèbre de Hecke "H de telle 
sorte que la cohomologie £-adique à supports compacts 

h:(f® f v,q £ ) 

soit une représentation du produit de GL r (A) et du groupe de Galois T F . 

Puis on calcule la trace de cette représentation par la formule des points fixes de 
Grothendieck-Lefschetz. 

Enfin on compare cette formule des points fixes avec la formule des traces d'Arthur- 
Selberg pour prouver que la représentation 

de GL r (A) xT F que l'on cherche est exactement la partie « cuspidale » de H* (F® F V, Q e ) . 

En fait, comme la cohomologie £-adique ci-dessus est automatiquement définie sur 
Qe, il y a une obstruction (de rationalité) à mener à bien un tel programme (cf. [Ka]) 
et la stratégie doit être légèrement modifiée. Comme l'a proposé Drinfeld, c'est plutôt 
la représentation 

(J) tv (g) cr(7r) v (g) <j(tt) 

du produit GL r (A) x T F x T F , où cr(7r) v est la représentation contragrédiente de <t(tv), 
que l'on peut espérer obtenir comme la partie cuspidale de la cohomologie £-adique à 
supports compacts d'un schéma sur F (g) F. 

2. CHTOUCAS DE DRINFELD 



2.1. Le champ des chtoucas 
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Tous les schémas (ou champs) considérés seront sur ¥ q ; on dira donc schéma (ou 
champ) au lieu de F g -schéma (ou F g -champ) et on notera simplement U x T le produit 
U Xp q T de deux tels schémas (ou champs). Pour tout schéma (ou champ) U ', on notera 
Froby : U — > t/" son endomorphisme de Frobenius relativement k ¥ q : si U est un 
schéma, Froby est donc l'identité sur l'espace topologique sous-jacent à U et l'élévation 
à la puissance ç-ième sur le faisceau structural Ou- Si 3VC est un Ouxx -Module, on 
notera T M le 0[/ xX -Module (Froby x Id x )*M. 

Définition (Drinfeld). — Un chtouca à droite (resp. à gauche) £ de rang r > 1 sur 
un schéma U est un diagramme dans la catégorie abélienne des Ou xx -Modules 

£^£'^ T £ (resp. £^£'^ r £) 

où : 

- £ et £' sont localement libres de rang r, 

- j et t sont injectifs, 

- les conoyaux de j et t sont supportés par les graphes C U x X etT C U x X 
de deux morphismes oo : U — > X et o : U — > X ; et sont localement libres de rang 
1 sur Zeurs supports. 

Le morphismes oo et o sont appelés respectivement le pôle et /e zéro chtouca. 

En d'autres termes, un chtouca à droite de rang r est la donnée d'un fibré vectoriel £ 
de rang r, d'une modification élémentaire supérieure j : £ £' de £, d'une modification 
élémentaire inférieure j' : £" £' de £' et d'un isomorphisme u : T £ £". On a bien 
sûr une description similaire pour les chtoucas à gauche. 

En faisant varier U, on définit de manière évidente le champ Cht r des chtoucas à 
droite de rang r, un morphisme (oo, o) : Cht r — > X x X et un chtouca à droite de rang 
r universel sur Cht r xi de pôle et de zéro les deux composantes de ce morphisme. 
De même, on a le champ r Cht des chtoucas à gauche de rang r, un morphisme 
(oo, o) : r Cht — > X x X et un chtouca à gauche de rang r universel. 

On a des morphismes de Frobenius partiels 

Frob^ : r Cht -> Cht r et Frob : Cht r -> r Cht 

au dessus de (oo, o) h- > (oo, Frob^C^)) e ^ °) l— ^ (Frobx(oo), o), qui envoient £ sur 
(fi'"— ^ T £< >T £') et (£'■< 3T £ < — ^ T £') respectivement. 

Dans la suite et sauf mention explicite du contraire, les chtoucas seront tous à droite, 
et on dira simplement « chtouca)) pour « chtouca à droite». Les résultats démontrés pour 
les chtoucas à droite ont bien entendu des analogues pour les chtoucas à gauche. 

Proposition (Drinfeld). - - Le champ Cht r est algébrique au sens de Deligne- 
Mumford. Le morphisme (oo, o) : Cht r — > X x X est lisse, purement de dimension 
relative 2r — 2. 
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Le champ Cht r s'écrit comme réunion disjointe 

Cht r = Yl Cht r ' c 



où Cht r ' d classifie les chtoucas de degré 

d = deg £ = deg £' — 1. 

Exemple : Pour tout entier <i, Cht 1 ^ peut être défini comme le produit fibré 

Cht M »• Fib M 

□ L 

X x X ► Fib 1 ' 



où Fib 1 '^ est le champ algébrique des fibrés en droites de degré d sur X, J est 
l'application d'Abel-Jacobi qui envoie (00,0) G (X x X)(U) sur le fibré en droites 
Ouxx(oo — o), et L est l'isogénie de Lang qui envoie un fibré en droites £ sur U x X 
sur le fibré en droites £ -1 ^o^xx 

En particulier, Cht 1 ^ est de type fini et admet un espace grossier qui est un 
revêtement fini étale galoisien de X x X. □ 

Mais, mis à part le cas r = 1, aucun des champs Cht r ' d n'est de type fini. 
2.2. Troncatures 

Soient k un corps algébriquement clos contenant ¥ q et £ un chtouca sur (le spectre 
de) k. On appelle sous-objet de £, et on note simplement 

3 G £, 

la donnée de deux sous-Ofc^x-Modules 5F C £ et C £' tels que £/3F et fi'/jT soient 
localement libres de même rang et que j(3 r ) C 5F' et t( r 5F) C SF' ; à un tel sous-objet on 
peut associer son rang 

rg 3F = rg 5F = rg 5F' 
et, pour chaque nombre réel a, son degré (d'indice a) 

deg a 5F = (1 - a) deg 5F + a deg 5F'. 
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Si = jFo Ç 3^ C • • • C jF s = £ est une filtration de £ par des sous-objets comme 
ci-dessus, on peut lui associer son polygone (d'indice a) qui est la fonction affine par 
morceaux 

p : [0, r] -> R 

avec p(0) = p(r) = 0, dont les seules ruptures de pentes interviennent en les entiers 
rg Hu, a = 1, . . . , s — 1, et qui prend en ces entiers-là la valeur 

~ ~ rs 3* ~ 
p(rg = deg a % — ^ deg a £. 

Proposition. — Fixons un nombre réel a G [0, 1] . Alors, parmi tous les polygones 
attachés aux filtrations de £ comme ci-dessus, il en existe un plus grand que tous les 
autres, et parmi toutes les filtrations qui définissent ce polygone maximal il en existe 
une moins fine que tous les autres. 

Le polygone et la filtration dont la proposition ci-dessus assurent l'existence sont 
appelés respectivement le polygone de Harder-Narasimhan et la filtration de Harder- 
Narasimhan d'indice a du chtouca £. 

Nous appellerons paramètre de troncature toute fonction continue, convexe, affine par 
morceaux p : [0, r] — » IR> avec p(0) = p{r) = dont les points de ruptures de pente ont 
des abscisses entières. 

Proposition. — Étant donnés a £ [0, 1] et un paramètre de troncature p, il existe un 
unique ouvert Cht r '- aP du champ Cht r tel qu'un chtouca sur un corps algébriquement 
clos est dans cet ouvert si et seulement si son polygone de Harder-Narasimhan d'indice 
a est majoré par p. 

De plus, pour chaque entier d, l'ouvert 

Cht r ' d; ~ aP := Cht r; ~ aP n Cht r ' d 

du champ Cht r ' d est de type fini. 

On voit donc que, pour chaque entier d, le champ algébrique localement de type fini 
Cht r ' d est réunion filtrante des ouverts de type fini Cht^' ' - p . 

2.3. Structures de niveau sur les chtoucas 

Comme les courbes elliptiques, les chtoucas admettent des structures de niveau. Un 
niveau est ici un sous-schéma fermé fini 

N = Spec(OTv) C X. 



Si £ est un fibré vectoriel sur U x X pour un schéma (ou un champ) U, on notera 
simplement £at la restriction de £ au fermé U x iV C U x X. Si M est un Ux ^-Module 
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on notera encore T M le 0[/ X Ar-Module (Froby x Idjv)*M. Pour tout fibre vectoriel £ sur 
U x X on a, évidemment T (8. N ) = ( T 8.) N . 
On considère le champ algébrique 

N 

qui associe au schéma U la catégorie des couples (5F, u) formés d'un fibré vectoriel de 
rang r sur U x N et d'un isomorphisme de fibrés vectoriels u : T 3 r 5F. Si l'on note 
GL^ = Res^/ Spec(Fq) GL r le schéma en groupes sur ¥ q restriction à la Weil du schéma 
en groupes linéaire GL r sur N et par h h- > r(h) = FrobcL r (^) son endomorphisme de 
Frobenius (relatif à ¥ q ), ce champ n'est autre que le quotient 

Tr r N = [GLf / T Ad(GL^)] 

de GL^ par l'action de GL^ sur lui-même par la conjugaison tordue 

T Ad(h)(g) = r(h)- 1 gh. 

Comme V isogénie de Lang 

L : GL^ -> GLf , h i-> L(h) = r(/ i )" 1 /i, 

est un torseur sous le groupe fini GL r (C>Ar) = GL^(¥ q ) (pour son action par trans- 
lation à droite sur GL^), Tr^r est canoniquement isomorphe au champ classifiant 
[S V ec(¥ q )/GL r (0 N )}. 

On ne munira ici de structures de niveau que les chtoucas dont le pôle et le zéro ne 
rencontrent pas N. Si 

£ = (£-^£'^-^ T £) 
est un tel chtouca sur U on remarque que les restrictions 

3n ■ £tv — *■ £'at et tN : t (£tv) = ( t £)at — > £'at 

des flèches j et t sont des isomorphismes de 0[/ X Ar-Modules. On a donc un morphisme 
de champs algébriques 

Cht r x x2 (X - N) 2 ► Tr^, £ h-> (E N ,j^ o t N ). 

Définition (Drinfeld). — Soit £ un chtouca de rang r sur un schéma U dont le pôle 
et le zéro se factorisent par l'immersion ouverte X — N <^-> X . Une structure (principale) 
de niveau N sur ce chtouca est la donnée d'un isomorphisme 

1 '• ®UxN > 

tel que 

*> = Un 1 ° *n) ° T ^ : £>uxN 
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On définit de manière évidente le champ Cht^r des chtoucas de rang r, dont le pôle 
et le zéro ne rencontrent pas N, et avec structures de niveau N. On a un carré cartésien 



Cht^ 



Tr 



N 



Cht r x x2 (X -N)' 



□ 



lr Af 



où la flèche horizontale du bas est la flèche de restriction à N définie ci-dessus, où 
Tr^ T est le champ qui associe au schéma U la catégorie des triplets (5F, u, t) formés d'un 
objet (5F, u) de Tr r N (U) et d'un isomorphisme de OjjxN -Modules t : 0[j xN — * 3F tel que 
l = uo T l, et où la flèche verticale de droite est l'oubli de la composante i. On remarquera 
que la composante i de (3F, u, C) détermine uniquement la composante u et donc que Tr^ r 
est canoniquement isomorphe au champ [GL^ / GL^] quotient de GL^ par l'action de 
GL r sur lui-même par translation à droite, c'est-à-dire au schéma réduit à un point 
Spec(F g ). Par conséquent, la flèche verticale de droite du carré ci-dessus se décrit encore, 
soit comme la flèche [GLf / GL^ ] -> [GLf / r Ad(GLf )] induite par l'isogénie de Lang 
L, soit comme le GL r (0;v)-torseur canonique Spec(F g ) — > [Spec(F g )/ GL r (0^)]. 

La flèche verticale de gauche est donc un GL r (07v)-torseur et Cht^ est un champ 
algébrique, lisse purement de dimension 2r — 2 sur (X — N) 2 . 



3. HOMOMORPHISMES COMPLETS ET CHTOUCAS ITÉRÉS 



3.1. Homomorphismes complets 



Soient k un corps et V et W deux /c-espaces vectoriels de dimension r. On notera 
H(V, W) le schéma des uplets 

(ui, . . . , u r ; Ai, ... , A r _i) 

où, pour p = 1, . . . , r, u p est une application linéaire non nulle de A P V dans A P W et où 
Ai, ... , A r _i sont des scalaires. Les conditions 

- u\ est un isomorphisme, 

- Ai, . . . , A r _i sont inversibles, 

- a p wi = A^ -1 A(r 2 • • • \p-\Up pour p = 2, . . . , r, 

définissent un sous-schéma localement fermé Q°(V,W) de ce schéma affine et la 
projection (ui; Ai, ... , A r _i) identifie f2°(V, W) au schéma Isom(V, W) Xfc G^" fc . Nous 
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noterons 

Q(V, W) C H (V, W) 
l'adhérence schématique de 0°(V, W) dans H(V, W). 

Le schéma A£ _1 est naturellement muni d'un diviseur à croisements normaux, réunion 
de r — 1 diviseurs lisses, à savoir les diviseurs {X p = 0} pour p=l,...,r — l.Ce diviseur à 
croisement normaux définit de la manière habituelle une stratification localement fermée 
de A£ -1 , indexée par les parties R de [r — 1] = {1, . . . , r — 1} et de i?-ième strate 

Aj^ 1 = {(X U ..., X r -i) I K = # P e R} <* G [ Z 1] ~ R - 
Par construction, on dispose d'un morphisme 

(x 1 ,...,x r . 1 )-.n(v,w)^Ai- 1 . 

et on peut relever à 0(V, W) le diviseur et la stratification de A£ _1 que l'on vient 
d'introduire. En particulier, pour tout sous-ensemble R C [r — 1], on notera 

Q R (y, W) c Q(V, W) 

l'image réciproque par ce morphisme de la strate localement fermée A£~^ C A£ _1 . On 
vérifie que fi (V, W) = 0° (V, W) . 

Proposition. — Pour chaque R = {r±, 7*2, . . . , r s _i} C [r — 1] où = ro < r\ < ri < 
■ • • < r s _i < r s = r, Qr(V, W) est isomorphe au schéma des uplets 

(V, W„ (v a ) a=1 ,..., a -i; (A p ) p6[r _i ] _ jR ) 

où : 

- les X p sont des scalaires inversibles, 

- V = (V = V° ~D V 1 2 ' ' ' 2 V s = (0)) es t une filtration décroissante par des 
sous-espaces vectoriels de codimensions = ro, r±, . . . , r s = r, 

- W, = ((0) = Wo C W\ C • • • C W s = W) est une filtration croissante par des 
sous-espaces vectoriels de dimensions = ro, r±, . . . , r s = r, 

- Vu : V C7 ~ 1 /V a W a /W a -i est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 

A fortiori, le morphisme (À p )p e [ r _i]_# : $Ïr(V, W) — > Gj^ ^ R est lisse de dimension 
relative r 2 . □ 



Remarque : L'écriture R = {r±, r2, . . . , r s _i} où = ro < r± < ri < ■ ■ ■ < r s _i < r s = 
r identifie les parties de [r— 1] aux décompositions r = (ri— ro) + (r2— ri)+- • -+(r s — r s _i) 
de r en entiers strictement positifs. □ 
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Corollaire. — Le morphisme (Ai, . . . , A r _i) est lisse purement de dimension rela- 
tive r 2 et 0°(V, VF) C 0(V, VF) est l'ouvert complémentaire d'un diviseur à croisements 
normaux, réunion des r — 1 diviseurs lisses {X p = 0} pour p = 1, . . . , r — 1. 

Le tore = {(/zi, . . . , jit r _i)} agit librement sur 0(V, VF) par 

lil H-> Mi, "U 2 ^ A*l u 2j W 3 H-> fJ,ï 2 p2Us 7 . . . , M r H-> ^}~ r ^2~ r • • • fr-l«n 

et 

Aii— >/xiAi, A2 1— > /i 2 A2, A r _i 1— > // r _iA r _i, 

et le quotient 

HoTh(y,VF):=0(y,VF)/G^ 

est un schéma quasi-projectif et lisse, qui contient comme ouvert dense Isom(V, VF) 
avec pour fermé complémentaire une réunion de r — 1 diviseurs lisses à croisements 
normaux. C'est par définition le schéma des homomorphismes complets de V dans W. 
Par construction, on a un morphisme représentable, lisse et purement de dimension 
relative r 2 , de champs algébriques 

Hom^^-tAr 1 /^ 1 ], 

et le diviseur à croisements normaux ci-dessus est l'image réciproque par ce morphisme 
du diviseur à croisements normaux évident sur le champ algébrique [A£ _ 

Si V = W = k r on notera encore g\ r k le /c-schéma Hôm(/c r , k r ) des endomorphismes 
complets de k r . La strate ouverte de g\ r k est bien entendu GL r j~- 

Remarques : (i) Le morphisme 

Ul : H6m(V, VF) -> Hom(V; VF) - {0} 

peut aussi être obtenu comme le composé 

H6m(V, VF) = H r _! -> >H l ^H = Hom(F, VF) - {0} 

où iïi — >■ i?o est l'éclatement de i?o le long du fermé des homomorphismes de rang 1 et 
où, pour p = 2, . . . ,r — 1, H p — » iïp-i est l'éclatement de H p -\ le long du transformé 
strict du fermé de Ho formé des homomorphismes de rang < p. 

(ii) Le groupe multiplicatif agit par homothétie sur les homomorphismes com- 
plets. Le quotient gl r k /G^k est un schéma projectif, isomorphe à la compactification 
de De Concini et Procesi de PGL rj fc. □ 

Pour tout /c-schéma U, la catégorie [A£ _ ](£/") a pour objets les uplets 



((£1, Ai), . . . , (£> r _l, A r _i)) 
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où £1, . . . , £ r _i sont des O^-Modules inversibles et où Ai, . . . , A r _i sont des sections 
globales de ces fibrés en droites. On peut donc voir un tZ-homomorphisme complet de 
V dans W, c'est-à-dire un £/"-point de H6m(V, W), comme un uplet 

u = («i, . . . ,u r ; (Xi, Ai), ... , (X r _i, A r _i)) 

où ((£1, Ai), ... , (,C r _i, A r _i)) G ob [A^/G^^) ^ où 

u p :j\V® k Lf {p - 1] ® £f p " 2) (g, ... (g, £ p _! 

est un homomorphisme partout non nul de 0[/-Modules pour p = l,...,r. Un 
homomorphisme complet -u est donc bien un homomorphisme u\ complété par des 
données supplémentaires et peut être noté commodément u : V =>- W. 

Soient maintenant S un /c-schéma et V, W deux Og-modules localement libres de 
rang constant r. Si U est un S'-schéma, on peut considérer plus généralement les uplets 

u = (ui, ...,u r ; Ai), . . . , (X r _i, A r _i)) 

où ((£i, Ai), ... , (£ r _i, A r _i)) G ob [A^/G^U) et où 

est un homomorphisme partout non nul de ©(/-Modules pour p = 1, . . . , r. (On a noté 
V[/ et W[/ les restrictions de V et W à Î7.) On dira alors qu'un tel uplet est un U - 
homomorphisme complet de V dans W, et on utilisera la notation u : V =>• W, si, 
pour toutes trivialisations locales V = V (g>fc Os et W = W ®fc Os, ce uplet est un 
U- homomorphisme complet de V dans W. 

On définit ainsi un S'-schéma Hôm(V, W), muni d'un morphisme représentable, lisse 
et purement de dimension relative r 2 , de champs algébriques 

Hom(V,W)^5x fc [Ar 1 /^ fc 1 ] 

Le .S-schéma quasi-projectif Hôm(V, W) contient le S'-schéma Isom(V, W) comme un 
ouvert dense, et le fermé complémentaire est un diviseur à croisement normaux relatifs 
sur S, réunion de r — 1 diviseurs lisses. 

3.2. Chtoucas itérés 

Définition. — Un pré-chtouca itéré de rang r sur un schéma U est la donnée : 
- d'un diagramme , 
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et de deux morphismes oo : U ^ X et o : U X , où E est un fibre vectoriel 
de rang r sur U x X, j est une modification élémentaire supérieure de £ le long 
du graphe de oo et j' est une modification élémentaire inférieure de £' le long du 
graphe de o, 

- de Ou-Modules inversibles £>i, . . . , £ r _i munis de sections globales Ai, ... , A r _i, 

- pour chaque entier p = 1, . . . , r, d'un homomorphisme de Ouxx -Modules 

u p : AT £) ® £f ® £® (9-D(^-2) . . . ^(9-1) ^ a p £ // 5 

de te//e sorte que le uplet 

u={u u ...,u r ; (£? b-V, A?" 1 ), • • • , (^?ir 1} , K-i)) ■ T £ =► £" 
soit im homomorphisme complet. 

En faisant varier Ï7, on définit de manière évidente le champ C r des pré-chtoucas 
itérés de rang r. Il n'est pas difficile de vérifier que c'est un champ algébrique (au sens 
d'Artin), localement de type fini, muni d'un morphisme de champs 

((oo, o), (OCi, AO, . . . , (,C r _i, A r _i))) : e r ^ X x X x [a'-Vg^- 1 ]. 

En particulier, pour tout R C [r — 1], on dispose de la strate localement fermée C C r 
image réciproque de la strate [A^ -1 /G£ _1 ] C [A r_1 /G^ 1 -1 ]. 

D'après la proposition du paragraphe 3.1, si R = {ri, . . . , r s _i} où = ro < 
r\ < ■■■ < r s _i < r s = r, la donnée d'un £7-point de G r R au-dessus d'un £7-point 
((£i, Ai), . . . , (£> r _i, A r _i)) de [A^~ 1 /G^ _1 ] équivaut aux données suivantes : 

- un diagramme , 

et deux morphismes oo : U ^ X et o : U ^ X , où£ est un fibré vectoriel de rang 
r sur U x X, j est une modification élémentaire supérieure de £ le long du graphe 
de oo et j' est une modification élémentaire inférieure de £' le long du graphe de 
o, 

- une filtration décroissante 

T £ = 3® D 2 1 D ■ ■ ■ D T' 1 = (0) 

de r £ par des sous-0;y x x-Modules localement facteurs directs, de corangs = 
r ,ri,...,r s _i,r s = r, 

- une filtration croissante 



(o) = ££c£';ç... <=£';_,<=£'; = £ 
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de £" par des sous-0[/ x x-Modules localement facteurs directs, de rangs 
r ,r 1 ,...,r a _ 1 ,r s = r, 



une famille d'isomorphismes de 0[/ x x-Modules 

\ct'=1 / \<t'=0 



(7= 1,...,S. 



Pour un tel [/-point notons 

£ CT = /(££) C £', £<j = j- 1 ^) C £, Va = 0, 1, . . . , s - 1, et £' s = £', £ s = £, 

Si = £i, Si = £'i et S CT = £./£._!, S CT = ST" 1 n T £ CT , Va = 2, . . . , s. 
On dispose de l'homomorphisme Si ^ Si induit par j et du composé 

T Si ^ T £ -» T £/^ £'/ -A g;, 

et, pour chaque a = 2, . . . , r, on dispose du composé 



CT-1 



s; ® (g) r ^. CT , y 



vct'=0 



CT-l 
VCT'=0 



CT-l 



£j 7 



■ CT-l 



' CT-l 



{KIK-i) 



^ ) -MC/C-i) 



vcr' = 



vcr'=0 



où j est induite par j', de l'homomorphisme 

'ct-1 \ /ct-1 

J : Sct ® | Çà L r . - (£ct/£ct-i) ® I (R) ^ 



\ct'=0 



.ct'=0 



induit par j, et du composé 



S CT — t £ct -» t £ct/ t £ct-i = t Sct- 



On a donc des diagrammes 



Si = (Si ^ Si ^ T Si) 



et 



/ 



'ct-1 



Sct 



XL? 



vct'=0 



CT-1 

,ct'=0 



CT-1 



CT-1 



Sct ® (g) ^r CT , — "Sct ® (g) T £, 



^ct'=0 



^ct'=0 



pour a = 2, . . . , s. 
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Lemme. — Pour tout p = 1, . . . , r, notons u° la restriction de u p à l'ouvert deU x X 
complémentaire des graphes des morphismes oo et o, et identifions les restrictions de £ 
et 8," à cet ouvert à l'aide de o j. Avec ces notations les deux conditions ci-dessous 
sont équivalentes : 

(a) il n'existe aucun point géométrique de U tel que la fibre en ce point d'un des 
u° soit nilpotente. 

(a') pour tout a = 1, . . . , s - 1, on a ( T j)(3" J ) n T l' a = (0) dans T £'. 

De plus, si ces conditions équivalentes sont vérifiées, le plus grand ouvert de U x X 
où toutes les flèches des diagrammes Sa ci-dessus sont des isomorphismes rencontre 
chaque fibre de la projection canonique U x X — > U suivant un ouvert dense. 

La condition (a) a été introduite par Drinfeld en rang r = 2. 

Suivant Lafforgue considérons les conditions supplémentaires suivantes : 

(b) £'/£ct est un Of/xg-Module localement libre pour a = 0, 1, . . . , s — 1, 

(c) pour tout a = 1, . . . , s, l'homomorphisme composé £" c — ► £' -» E'/j(E) est 
surjectif, 

(d) pour tout a = 1, . . . , s — 1, on a 9 rcr_1 + T £ cr = r £, 

La condition (c) assure en particulier que j : 9o- <S> (^S>a~=o ) — ¥ (^a/^a-i) ® 

^(S) CT '=o ^r a ?j es t un isomorphisme. On peut donc récrire les diagrammes Scr, a = 
2, . . . , s, sous la forme 




Lemme. — (i) Sous les conditions (a), (b), (c) et (d) le diagramme Si est un chtouca 
à droite de rang r± et de pôle oo, les diagrammes S2, • • • , Ss sont des chtoucas à gauche, 
le zéro de Sa es t I e pôle de Sa+i pour a = 1, . . . , s — 1 et le zéro de Ss est o. 

(ii) Il existe un unique sous-champ ouvert Cht r C G r tel que pour chaque 
R = {ri, . . . ,r s _i} comme ci-dessus la trace de cet ouvert sur G r R soit définie par les 
conditions (a), (b), (c) et (d). 

r 

Le champ Cht est par définition le champ des chtoucas itérés de rang r. Il contient 
comme ouvert dense le champ des chtoucas Cht r . Tout comme un chtouca ordinaire, 
un chtouca itéré admet un degré, à savoir le degré du fibré vectoriel sous-jacent £, et 

T 

on a un découpage de Cht en composantes 



cEt r = ]Jcht r ' d 
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indexées par ce degré. Bien sûr, pour chaque entier d, Cht r ' est un ouvert dense de 

chT' d . 

Pour chaque R = {n, . . . , r s _i} C [r — 1] on notera Cht^ l'intersection de Cht 

T 

avec la strate Q r R . C'est un sous-champ localement fermé de Cht , qui n'est autre que 
l'ouvert Cht r pour R = 0, et Cht est la réunion disjointes des Cht R . 

Il résulte du dernier lemme que l'on a un morphisme fini, surjectif et radiciel de 
champs 

Cht^ -> Cht ri x x r2 " ri Cht • • • x x ^"^Clit . 

De plus on a un morphisme de Frobenius partiel (au dessus de l'endomorphisme 
Id x x Frobx de X x X) 

Cht ri x x r2 " ri Cht--- xx^-^Cht 

- Cht^ := Cht ri Xx Cht r2 " ri Xx,Frob x • • • Xx,Frob x Cht^" 1 

qui envoie (Si, S2, • • • , Sa) sur 

(Si,Frob (S 2 ),...,Frob (S s )) 

qui est lui aussi fini, surjectif et radiciel. Par composition on a donc un morphisme fini, 
surjectif et radiciel de champs 

Cht^ -> Cht R . 

Le but de ce dernier morphisme est un champ de Deligne-Mumford séparé et lisse 
purement de dimension relative 

(2n - 2) + (2(r 2 - n) - 2) + • • • + (2(r s - r s _i) - 2) = 2r - 2s 

au dessus de X x X s ~ l x X par le morphisme (00 = 001, 002, . . . , oo s , o s = o). Il se 
décompose en 

Cht fl = \\ Cht*'** 

d.6Z s 

OÙ 

Cht*'*' := Cht ri ' dl Xx Cht^ 1 ^ 2 X IiFrobx • • • Xx,Frob x Cht r '- r - 1 ' d - • 

On notera 

Cht^ = H cht^ d - 

la décomposition correspondante de la source. On vérifie que 

Cht£ d := Cht^ n Cht r,d = II Cht^' 

d.ei s 

diH — d s =d— s+1 

(le décalage + 1 provient des Frobenius partiels). 



873-22 



3.3. Chtoucas itérés et troncature 

Soient d un entier et p : [0, r] — > R un paramètre de troncature. Pour chaque 
p = 0, 1, . . . , r, notons p(p) l'unique entier appartenant à l'intervalle de longueur 1 

]p(p) + P -d-lMp) + -d]. 

r r 

On définit alors des entiers d\ , . . . , d s par 

di = p{ri) et d(j = p(r a ) - p(r CT _i) - 1, Va = 2, . . . , s, 

et des paramètres de troncature p\ : [0, ri] — > R, . . . , p s : [0, r s — r s _i] — > R en imposant 
que 



Pi(Pi) = p(pi) - ^r d i> Vpi = 1, . . . , n - 1, 



et 



-d a , Vp a = l,...,r a -r CT _i. 



A décalage et normalisation près, les p a sont essentiellement les restrictions de p aux 
intervalles [r CT _i,r CT ] comme dans la figure ci-dessous : 




On note 

Cht R,d; <p = CU n,di; <Pi Xx Cht r2- ri ,d 2 ; < P2 



r 2 r 3 p 



XX,Frob x • • • 
• • • X X Frob x Cht r ' _r - 1 ' d - ; ~ P2 C Cht^ . 



Définition. — Un paramètre de troncature p : [0, r] — > R est dit p-convexe pour un 
nombre réel p> si l'on a 

(p(p) -p(p-l))- (p(p + 1) - p{p)) > p, VI < p < r - 1. 
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Une propriété est dite vraie «pour tout paramètre de troncature assez convexe)) s'il 
existe un nombre réel \i > tel que la propriété soit vraie pour tout paramètre de 
troncature qui est (i- convexe. 

On remarquera que les paramètres de troncature p a définis ci-dessus sont automa- 
tiquement (fi — 2)-convexes dès que p est /U-convexe. 

Théorème. — Pour tout entier d et tout paramètre de troncature p : [0, r] — > R qui 
est 2- convexe, il existe un ouvert 

-r,d; <p — — r,d 



Cht ' ■ -" C Cht 

de la composante d-ième du champ des chtoucas itérés ayant les propriétés suivantes : 

t-> r -il ~Fr\ — r '^' —P 7^ — ~Fr\ — r '^' —P - 

- pour tout H C [r — 1\, Cht R := Cht R fl Cht est l image réciproque par 

le morphisme fini, surjectif et radiciel Cht R — > Cht^ de l'ouvert Cht R,d ' - p ; 

-r,d; <p t=== — r; <p — r,d 



- le morphisme de champs (oo, o) : Cht ' ' = Cht ' fl Cht ' — ■> X x X est 
propre ( et donc séparé et de type fini) ; 

- si l'on suppose de plus que p est assez convexe relativement au genre de la courbe 
X, le morphisme de champs (oo, o) ci-dessus est lisse purement de dimension 
relative 2r — 2 et le fermé complémentaire dans Cht ' ~ P de la strate ouverte 
Cht r ' d, - P = Cht0 ,d) ~ P est un diviseur à croisements normaux relatif sur X x X, 
qui est réunion de r — 1 diviseurs lisses et dont la stratification canonique est celle 
par les Cht R ' ' ~ pour R parcourant les parties non vides de [r — 1] . 

On posera 

-r;<p tt — — r,d; <p 



cTrr ; - p = ucM r ' d; - p cchr 



dei 



3.4. Structures de niveau sur les chtoucas itérés 

Dans cet exposé nous nous limiterons au cas où N est réduit et supporté par un point 
fermé de X rationnel sur le corps fini de base ¥ q . On suppose donc N = Spec(F g ) et on 
a simplement GL^ = GL r . 

Soit 

£^£'^-£" <^ T £, 

un chtouca itéré sur un schéma U ; u = (u±, u r ; (flf^ 1 \ 1 ), . . . , (£>J?_i 

est donc un homomorphisme complet de T £ dans £". Si le pôle et le zéro de ce chtouca 

itéré ne rencontrent pas N, les restrictions 

j n : £jv — > £jv et 3n '■ ~^ &'n 
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des flèches j et j' sont des isomorphismes de [/-Modules localement libres de rang r 
et la restriction 

un = (ui,n, • • • , u rtN ; (£f (<?_1) , A?" 1 ), . . . , (£.fii~ , \ q r Z{)) : T 8, N =^ E, N 

est un homomorphisme complet. Le morphisme de restriction à N 

Cht r x x2 (X-N) 2 ^Tr r N 

se prolonge donc en un morphisme 

ChT x x2 (X — N) 2 — > Tr N 

où Tr N est le champ qui associe au schéma U la catégorie des uplets 

, mi, . . . , M r ; (Xi, Ai), . . . , (£> r _i, A, — i)) 

formés d'un fibré 5F de rang r sur AT, de fibrés en droites £i, . . . , £> r _i sur ^ munis de 
sections globales Ai, ... , A r _i et d'un homomorphisme complet 

u = (mi, . . . , u r ; (jCf A?" 1 ), . . . , (£fir 1} , A?l})) : ^ =► <F. 

L'ouvert Tr^ de Tr^ est l'image réciproque par le morphisme 

((£i, Ai), . . . , (£ r _i, A r _i)) : TV; -> [A^/G^ 1 ] 

de la strate ouverte Spec(F 9 ) = [G^ -1 /^ -1 ] C [A^/G^ 1 ]. 
Théorème. — Considérons le morphisme 

ChT x x2 (X - N) 2 -> Tr^ x(X - iV) 2 

de composante le morphisme précédant et la projection canonique. 

Pour tout entier d et tout paramètre de troncature p : [0, r] — > R assez convexe par 
rapport à X et N, la restriction 

ChT' d; " P x x2 (X - iV) 2 -> TY^v x(X - N) 2 



de ce morphisme à l'ouvert Cht ' ' C Cht est lisse purement de dimension relative 
2r - 2. 

Le champ Tr^ est le produit fibré 

T?n = [à- / T Ad(GL r )] x [Ar _ 1/G ^ Uq _ 1} [A^/G^ 1 ] 
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où gl r est le schéma des endomorphismes complets du F g -espace vectoriel F£, où le 
morphisme [gl r / r Ad(GL r )] -> [A^/G^ 1 ] est induit par le morphisme canonique 
gl r — > [A r_1 /G[ n ~ 1 ] et où (g — 1) est l'endomorphisme de [A r-1 /(G^ n _1 ] induit par 
l'élévation à la puissance q — 1 des coordonnées. 



Lafforgue définit alors le champ Cht^ ' de chtoucas itérés avec structure de niveau 
N par le carré cartésien 



Chtjv > Tr N 



□ 



-rA<P.. , v A ^ 2 , 7frr 

N 



Cht ' '-x x2 (X - N) 2 ► Tr 



où la flèche verticale de droite 

T^X := [glJGU] x [Ar - 1/G ^ Uq _ 1} [A'-VGST 1 ] 

[gir / T Ad(GL r )] x [Ar - i/G ^ Uq _ 1} [A r_1 /GJ n ~ 1 ] = Tr^ 



est induite par un morphisme projectif équivariant L : gl r — > gl r qui prolonge l'isogénie 
de Lang L : GL r — >■ GL r . 

Par construction, le schéma gl r est muni d'un morphisme lisse vers un «champ 
torique» (voir la sous-section suivante) T r ' r , qui relève le morphisme gl r — > [A r_1 /GJ n ~ 1 ]. 
On a donc un morphisme lisse de champs 



Tr^ — > T r ' r X[ A — i/G^T 1 ],^-!} 



r— 1 /rr>r— 1] 
m J 



-r,d; <p 



et il résulte du théorème ci-dessus que Cht^ ' est lisse sur le champ 

(V' T x^-vg-u.-D [A 7 - 1 /^- 1 ]) x (X-iV) 2 . 

En particulier, comme on sait résoudre les singularités d'un champ torique en raffinant 
l'éventail qui le définit, on sait aussi résoudre les singularités du champ Cht^ d ' ~ P . 

~ r 

La section suivante est consacré à la construction de gl r . 

4. COMPACTIFICATION DU CLASSIFIANT DE PGL r 



4.1. Champ des pavages 
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Pour compactifier l'isogénie de Lang pour GL r Lafforgue est amené à construire une 
famille de champs toriques (T r ' n ) n >o qu'il appelle les champs des pavages. 

Une variété torique est un triplet formé d'un tore T, d'une immersion ouverte T T 
d'image dense de T dans un schéma de type fini normal T, et d'une action de T sur 
T qui prolonge l'action de T sur lui-même par translation. Une telle variété torique est 
associée à un éventail. Rappelons tout d'abord rapidement cette construction. 

Soient Y un Z-module libre de rang fini et Yr = M ® z Y. Un cône convexe polyédral 
rationnel est une partie localement fermée a de Y de la forme 

a = M >0 yi + ■ ■ ■ + M> Vu C Y R 

pour des vecteurs y±, . . . , y n G Y C Yr. L'adhérence <f de a est le cône convexe fermé 

a = K> yi H + M> y n C Yr. 

On définit les faces de a comme les cônes convexes polyédraux rationnels r de la forme 
T = H n <7 pour un hyperplan if de Yr ne rencontrant pas a. Un éventail est une 
famille finie E de cônes convexes polyédraux rationnels deux à deux disjoints, appelés 
les cellules de E et ayant les propriétés suivantes : 

- toute face d'une cellule de E est encore une cellule de E, 

- tout couple (oi,<7 2 ) de cellules de E admet une face commune t e E telle que 

Wi fl (72 = T. 

- le cône convexe polyédral rationnel {0} est une cellule de E. 

Si a = M>o yi + • • • + IR>o y n C Yr est un cône convexe polyédral rationnel ne 
contenant aucune droite vectorielle de Yr, la collection formée de a et de toutes ses 
faces est un éventail. On associe à cet éventail particulier la variété torique affine 

T = Y ® z G m = Spec(F g [Y v ]) T(a) = Spec(F (? [y v n a v ]) 

où Y v := Hom z (y,Z) et 

a v = {y v : Yr - R | y v ( yi ), . . . , y\y n ) > 0} C Yr V 

est le cône fermé dual de a. On vérifie que Y~ v fl a v est un monoïde à engendrement 
fini, saturé et contenant un système de générateurs du groupe Y v . L'exemple type est 
bien entendu le plongement torique affine standard G 7 ^ 1 A r_1 qui est obtenu par la 
construction ci-dessus pour Y = Z r ~ 1 et a = (M > o) r_1 C M r_1 = Yr. 

Si r est une face de a, on a a v C r v et l'immersion ouverte T T(a) se factorise 
par l'immersion ouverte T •— >■ T(r) en 
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En particulier, si a\ et 02 sont deux cellules de E et si r = ai n o"2, on a une donnée de 
recollement 

T(<7i) <- T(r) T(cr 2 ) 
pour les variétés toriques affines T T{a{) et T <— > T(cr 2 ). 

Le variété torique T •— > T associée à l'éventail est obtenue en recollant les variétés 
toriques affines T <— » P(c) pour a E E k l'aide des données de recollements ci-dessus. 

Les orbites pour l'action de T sur T sont en nombre fini et forment une stratification 
en parties localement fermées de T. On peut indexer ces orbites par les cellules de E : 
l'orbite T a est contenue dans la carte affine T(a) et est en fait l'unique orbite fermée 
pour l'action de T sur cette variété torique affine. L'orbite T a est dans l'adhérence de 
l'orbite T T si et seulement si r est une face de a. En particulier, P{o} = T est l'unique 
orbite ouverte dans T. Chaque orbite T a a par construction un point marqué t a . 

Le champ torique associé à l'éventail E est le champ algébrique quotient 

7= [T/T]. 

Ce champ algébrique, qui est normal, de type fini et de dimension 0, n'a qu'un nombre 
fini de points, à savoir les points définis par les t a G T. La gerbe résiduelle d'un tel point 
est le classifiant du fixateur de t a dans T. 

Soient maintenant k un corps et n un entier > 0. Considérons l'espace affine 
W' n = {x = (x , . . . ,x n ) G R n+1 | x + x\ + ■ ■ ■ + x n = r} et son réseau 
jr,n _ ^ x _ ^ x ^ e z n+1 I x + x\ + h x n = r}. On a le simplexe 

Sr U = {% = (so, • • • , x n ) G (M> ) n+1 I x + x x + ■ ■ ■ + x n = r} C R r > n 
et l'ensemble de ses points entiers 

S r,n = Z r,n R 5< r,n_ 

On appelle pavé entier toute partie P de 5' 1 ^' n d'intérieur P° non vide et de la forme 

P = {xe R r ' n \ ^2xj> dj, VJ} 
jeJ 

pour (dj) une famille d'entiers indexés par les parties J de {0, 1, . . . , n} qui est convexe 
au sens où 

dç, = 0, d{o,i,..., n } = r et dj> + dj» < d JIVJJ n + dj' nJ », VJ', J". 
On appelle pavage entier de S^'" toute famille P de pavés entiers telle que 

*r = U p 
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et que Pf n P 2 ° = pour tous P x ^ P 2 dans P. 

Une application S r,n — > R est dite affine si elle est la restriction d'une application 
affine R r > n -> R. Soient Y^ n le M-espace vectoriel quotient de R sr '" = {S r > n -> M} 
par le sous-espace des applications affines, et Y r > n l'image dans ce quotient du réseau 

^"cR sr '". 

Pour tout pavage entier P de S^ n , notons ap C Yr l'ensemble des classes y 
de fonctions S r ' n — > R qui, pour chaque pavé P G P, admettent un représentant 
yp : 5' r ' n -^ià valeurs positives tel que 

P = {x G S;' n | y P (x) = 0}. 

Le pavage entier P est dit admissible si ap est non vide. 

Lemme (Lafforgue). — Pour chaque pavage entier admissible P de S^ n , ap est un 
cône convexe polyédral rationnel dans 1r. De p/us, <Jq est une face de ap sz et seulement 
le pavage entier admissible Q est plus grossier que P. 

La famille des ap, pour P parcourant l'ensemble des pavages entiers admissibles de 
S^ n , est un éventail. 

On appellera champ des pavages le /c-champ torique 

associé à cet éventail. On vérifie que l'on a une suite exacte 

1 -> G m , fc - G^ 1 x G m , fc - - T*» - 1 

où la deuxième flèche envoie z sur (z, . . . , z; z r ) et la troisième est donnée par 

(ii ,iii,...,u„;z) ^ (wo"! 1 
Par construction, le /c-schéma T r ' n est normal de type fini et l'action de T r,n sur 

—— V 77, 

T ' n'a qu'un nombre fini d'orbites. Ces orbites sont indexées par les pavages entiers 
admissibles de S r,n et chacune a un point marqué tp. Le champ des pavages 7 r,n est 
donc algébrique normal de type fini et n'a qu'un nombre fini de points définis par les 
points tp. Le point défini par tp est dans l'adhérence du point défini par Iq si le pavage 
entier admissible P raffine le pavage entier admissible Q. Le point ouvert correspond 
au pavage le plus grossier, c'est-à-dire au pavage trivial (un seul pavé). 

Exemples : (i) Pour n = 0, S^ n = S r ' n = {0} et le champ des pavages est simplement 
Spec(fc). Pour n = 1 on peut identifier S^ n à l'intervalle [0, r] C M et les pavés entiers 
sont précisément les intervalles où i < j sont des entiers compris entre et r. Un 
pavage entier est donc une décomposition 

[0, r] = [0, n] U [ri, r\ + r 2 ] U • • • U [n H h r s _i, n H h r s _i + r s ] 

de l'intervalle [0, r] où r\ + ■ ■ - + r s = r est une décomposition de r en entiers strictement 
positifs. Le champ des pavages n'est autre dans ce cas que le champ torique [^fc _1 /G^~2]. 
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(ii) Pour n = 2 on peut identifier S^ n à un triangle équilatéral dans R 2 dont les 
trois côtés sont de longueur r. On numérote les sommets so = S3, si, s 2 de ce triangle et, 
pour i = 0, 1, 2, on désigne par Xi la distance au sommet Si d'un point du côté SjSj+i. 
Par tout point de S^ n passent trois droites D 12 , D 2 o et D i parallèles aux côtés du 
triangle sis 2 , s 2 so et so^i, et on peut repérer un tel point par les coordonnées xq, x\ et 
X2 des intersections D\ 2 H so^i, -D20 H S1S2 et .Doi H P &r définition, S r,n C S^' 77, est 
formé des points à coordonnées (xo,xi,x 2 ) entières. 

Appelons droite entière toute droite qui est parallèle à l'un des trois côté du triangle 
S^ n et qui passe par un point de S r,n ; appelons segment entier tout segment d'une 
droite entière dont les deux extrémités sont des points de S r,n . 

Si l'on trace toutes les droites entières, on obtient un pavage constitué de petits 
triangles équilatéraux de côtés de longueur 1 qui est entier admissible. Il est plus fin que 
tout autre pavage entier : tout pavé entier est une réunion d'une famille de ces petits 
triangles équilatéraux et est un hexagone, éventuellement dégénéré, dont les côtés sont 
des segments entiers. La variété torique T r,n * T ' est donc affine (Cette dernière 
propriété n'est plus satisfaite dès que n > 3). 

Des deux pavages entiers ci-dessous, seul celui de gauche (qui joue un rôle dans la 
compactification de l'isogénie de Lang) est admissible. 




(iii) Si r = 2, le champ torique 7 r,n est lisse, mais ce n'est plus le cas dès que 
n>2etr>3 □ 

Pour chaque entier < m < n et chaque application injective {0,1,..., m} 
{0, 1 , . . . , n}, on a une identification induite de S^ m à une face de S^ n et tout pavage 
entier admissible de S^ n induit par restriction un pavage entier admissible de S^™. 
Dualement, on en déduit des projections T r ' n -> T r ' m , T r ' n -> T ,m et T r ' n -> T r ' m . 



4.2. Compactifications des PGL^ +1 / PGL r 



Considérons un espace vectoriel V de dimension r sur un corps k, que l'on verra 
aussi comme un /c-schéma affine isomorphe à A£, et notons G — GL(V) le /c-schéma des 
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automorphismes linéaires de V. Le /c-schéma en groupes G n+ agit de manière évidente 
sur V n+1 et donc sur /\ r V n+l . 

On peut décomposer la représentation /\ r V n+1 de G n+1 en la somme directe de 
représentations irréductibles 

r io il in 

f\v n+1 = f\v® f\v®---® f\v 

ies r > n 

où S r,n est l'ensemble des points entiers du simplexe introduit dans la sous-section 
précédente. Le tore k agit sur f\ r V n+1 par 

et cette action commute à celle de G n+1 . On en déduit une action du /c-schéma en 
groupes produit G n+1 x G^ fc ™ sur l'espace projectif P(/\ r V n+1 ) des droites de /\ r V n+1 . 

On envoie le produit G x G™"^ 1 x G mifc dans G n+1 x G^ fc ™ par 

(#; u , wi, . . . , ^) ^ («o _1 9, % V . . . , -u" 1 ^ (îXq "! 1 ' • ' <" ^ _1 )ies^«)- 

L'homomorphisme ainsi défini n'est pas injectif (il admet pour noyau G m; fc plongé par 
z 1— > (z Idv; z, . . . ,z, z r )), mais on notera quand même (G n+1 xG^ k )/(GxG^ xG mj fc) 
le quotient de G n+1 x G^" par l'image de cet homomorphisme. 
Le plongement diagonal V <^-> induit un plongement 

r r 



et définit un point u G P(/\ r y n+1 ) dont le fixateur est précisément l'image de 
G x G™ 4 ^ 1 x G m5 fc dans G n+1 x G^ k . On a donc un plongement localement fermé 
de /c-schémas 

{G n+l x G^X)/(G x G-+ 1 x G m , fc ) - P . 0/»*) ^ GM) 

Par construction l'image de ce plongement est contenue dans l'ouvert 



M) «1 



n ( ( A y ® /\v®---®/\v ) ~ {0} 

ieS r >™ 



'Gm.fcCP l/\V n+1 ). 



des droites de f\ r V n+1 dont la projection sur chaque facteur direct f\ l ° V <g> f\ l1 V 
■ ■ ■ <g) A*™ ^ n'est pas nulle. 
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Considérons alors le morphisme 

(G n+1 xC)/( GxG ï x M 



i ii 



n UA^A"- 



Av -{0} 



G 



m,k 



dont les composantes sont le composé de la projection 

(G n+1 x fc G^)/{G x x G m , fc ) - < fc 7(G^ x G m , fc ) = T 
et de l'immersion ouverte 



et l'immersion localement fermée ci-dessus. Ce morphisme est une immersion localement 
fermée. Notons 



n n (v) c 



H) ^l 



II UA^A" 



G m; fc x fc T 



l'adhérence schématique de son image, et 

i ii 



le quotient de Q n (V) par l'action libre du tore G^T/G m! fc (où G mj fc est plongé 
diagonalement dans Q^k)- 



Théorème. — (i) La première projection 

i ii 



n n (v) 



Il A y ® A y ®---®A y - {0} 



T m,fe 



et son quotient par les actions libres du tore G^ k /G m> fc 



i ii 



ieS r ' n 



sont projectives. 

(ii) La seconde projection 



qui est équivariante relativement au morphisme de tores G^ k /G mj k -» T r,n , est lisse 
purement de dimension relative nr 2 ; le morphisme de champs qu'on en déduit par 
passage au quotient 



n n (V) = n n (V)/(G^/G m , k ) - [T r,n /T r,n ] = 7 r ' 7 



873-32 



est lisse purement de dimension relative n(r 2 — 1). 

Plus généralement, pour tout entier < m < n et toute application injective 
{0, 1, . . . , m} ^ {0, 1, . . . , n}, l'inclusion S r ' m ^ S r > n et la projection G n+1 -» G m+1 
correspondantes induisent un épimorphisme de tores T r ' n -» T r ' m , un prolongement 
torique T ' — > T ' de cet épimorphisme et un morphisme de schémas fi n (V) — > 
fi m (V) dit de face au-dessus de ce morphisme torique, et les morphismes 

^(V) -> ^(V) X T r,m T r,U et lf(V) -> Tr(V) X 7 r,m 

que l'on en déduit, sont lisses purement de dimensions relatives (n—m)r 2 et (n—m)(r 2 — 
1) respectivement. 

Le /c-schéma fi n (V) est donc une compactification projective et toroïdale de G" +1 /G 
où on a noté G = PGL(V). Les fi (V) et les morphismes de face fi (V) — > fi (F) 
sont sous-jacents à un /c-schéma simplicial fi*(V) qui contient comme ouvert dense le 
/c-schéma simplicial classifiant B(G) = G* + /G. 

Remarques : (i) Pour n = 0, fi n (V) n'est autre que Spec(fc). Pour n = 1, le carré 
commutatif 



(GL(V) 2 x k G r +l)/(GL(V) x k G 2 mjk x k G m>fc ) GL(V) x fc G' 

+ 

G;i/(^,*x*G m>fc ) > G*~l 



où les deux flèches horizontales 

-1 ^0^2 /^r-2A t r 
, —2-j • • • , —2 



(#0,£l, (^p)p=0,...,r) ^ ( — </0</i 



l^pjp=0,l,...,r | - > — 2-> • • • » —2 

\ ^1 Pr-l / 

sont des iso morphismes, se prolonge en un carré commutatif 



fi x (y) 



fi(y,y) 



+ 



r 1 

T 



A 



r-l 



où, de nouveau, les deux flèches horizontales sont des isomorphismes. (La première 
flèche verticale est celle du théorème ci-dessus et la seconde fi (V, V) — > A£ _1 a été 
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construite dans la section 3.) En particulier, on peut identifier le /c-schéma End(V) des 
endomorphismes complets de V à un quotient de par un tore G^ k et, en divisant 

en plus par les homothéties, on en déduit un isomorphisme 



O (y) End(V)/G m , fc 



qui échange les projections 



n\v) -, et End(F)/G m)fc -, [A^ 1 /G^}. 
Le /c-schéma projectif ^(V) est donc la compactification de De Concini et Procesi de 

PGL(y). 

(ii) Le morphisme Q n (V) — > (Q 1 (V)) n+1 produit des morphismes induits par 
les applications injectives {0, 1} {0,1, ... ,n} données par {0, 1} h- > {0, 1}, {0, 1} h- > 

<7 n = 1 dans 



7 n+l 



{1, 2}, . . . , {0, 1} i— > {n, 0}, envoie G /G sur le fermé d'équation g gi 
(G 2 /G) n+1 = G n+ \ Ainsi, TT(V) 
multiplication de n éléments dans G. 



= G n+1 . Ainsi, Cl"(V) réalise une «compactification» du morphisme de 



□ 



Rappelons que le /c-schéma T r,n est stratifié par les orbites de T r,n et que ces orbites 
sont indexées par les pavages entiers admissibles P de S^ n et possèdent chacune un 
point marqué tp G T . L'image réciproque par la projection Q n (V) — > T de cette 
stratification est évidemment une stratification de Q n (V) par des parties localement 
fermées Qp>(V), indexées elles aussi par les pavages entiers admissibles P de S^ n . 



L'inclusion dans la strate ft£(V) de la fibre ^ n ( v )t P de ^ T 

isomorphisme de schémas 



en tp induit un 



o P (y) 



^ n (n P x fc <D/«';)ï P 

où (G^ fc )^ p est le stabilisateur de tp dans G^'k . 

En particulier, si P est le pavage trivial, Q, n (V)j p = G n+1 /G et fip est l'ouvert 



(G n+1 x G^ k )/{G x G 



n+l 



x G 



m, A: , 



de n n (V). 



Lafforgue appelle k-schéma des graphes recollés dans V n+1 associé à un pavage entier 
admissible P de S^ n , et note Grp(V), le schéma de modules des familles (Wp)p e p de 
sous-espaces de dimension r dans V n+1 indexés par les pavés P de P telles que : 

- pour tout pavé P G P et tout J C {0, 1, ... , n}, on a 



dim(W P H V J ) = mm < V 

jeJ 




pour tous pavés P', P" G P ayant en commun un bord d'équation J2jeJ x j = 
pour un certain J C {0, 1, . . . , n} et 



d 



j = min 

j'eP'nS'"'" 



£4 

jeJ 



max 

i"eP"nS' 



jeJ 
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on a 

i- x {W p/ ) = pr J (W>) et pr JC (W P /) =17^ (Wp») 

où J c est le complémentaire de J dans {0,1,..., n} et ij : V J y n+1 , 
zjc : V JC l/ n+1 et prj : F n+1 -» y J , pr JC : V n+1 -» V JC sont les inclusions et 
projections canoniques. 

Théorème. — Pour chaque pavage entier admissible P de S^ n , les coordonnées de 
Plùcker induisent un isomorphisme du k-schéma des graphes recollés Gr p (V) sur la 
fibre n n (V)- tp . 



4.3. Compactification de l'isogénie de Lang 



Le corps de base est de nouveau W q . On notera encore simplement r l'endomorphisme 
de Frobenius d'un schéma. 

Rappelons que l'on a défini un éventail (op)p dans l'espace vectoriel réel Y^ 2 quotient 
de R sr ' = {S r > 2 -> R} par le sous-espace des applications affines et que l'on a noté 
T r ' 2 e — >■ T r ' la variété torique correspondante. 

ryr 2 

Considérons maintenant le sous-espace de M ' formé des applications 

y : S r > 2 = {(i , ii, i 2 ) eN 3 \io+ii+i 2 = r} 

telles que 

2/(0, ii, 12) = qy(h, 0, i 2 ), V(0, n, i 2 ) g S" 7 "' 2 , 

et son image Yj[' T dans l^' 2 . On remarquera que la donnée d'une telle application y 
équivaut à la donnée de sa restriction à 

S r ' T = {(io, il, 12) € N 3 | i + h + ii = r et i ^ 0} c S r ' 2 

Appelons pavage entier q- admissible tout pavage P de Sr' tel que le cône convexe 
polyédral rationnel ffp C Y^' 2 rencontre le sous-espace Y£' T . La famille des intersections 
0p := crp fl l^' r pour P parcourant l'ensemble des pavages entiers (/-admissibles est un 
éventail dans Y^' T et définit donc une variété torique normale 

rpr,T c ^ 7p r > T 



De la même façon que l'on a une suite exacte 

1 - (G^ x G m )/G m - Gi" 2 - T r ' 2 - 1 

on a une suite exacte 



r, r 



l^G m ^G^'" — > T r 
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où la deuxième flèche envoie u sur (u t0+qil )iç.s r - T . On vérifie que le plongement 



qui envoie (ti) ieS ^ sur (t^ies-. 2 , où t^ ilM) = *( ili0iia) si n ^ et £( ,o,r) = 1, induit 
un plongement T r ' r <— > T r ' 2 qui se prolonge en une immersion fermée 

<^-> T r ' 2 

■——f T 

On identifiera dans la suite T ' à l'image de cette immersion fermée. 

On a vu que les trois applications strictement croissantes {0, 1} {0, 1, 2}, (0, 1) \— > 

r 2 r 1 

(1,2),(0,2),(0,1), induisent trois morphismes toriques Po,Pi,P2 '■ T — > T et trois 
morphismes de face 7ro,7ri,7T2 : fi r ' 2 — > fi^ 1 au-dessus de ceux-ci. Par construction, la 
relation 



Po=i"°Pi 



r T r 2 

est vérifiée sur le fermé T ' de T ' . 



Soit alors 



fi r > T c fT' 2 x fl2 T r,T 



le sous-schéma fermé défini par l'équation tvq = t o tt\ dans Q r ' 1 . L'action évidente 
du sous-tore G^' T C G" 5 "' sur fi r ' 2 x— r,2 T ' stabilise ce fermé. On notera 71-]", 71-3 les 
restrictions des morphismes 7Ti,7T2 à O r ' T . Elles relèvent les restrictions p\-,p\ : T^^ — > 
T r ' de pi,j>2 et sont G^'^-équivariantes. 

Théorème. -La seconde projection fi r ' r — > T r,T est ' -équivariante et lisse 
purement de dimension relative r 2 . 

T.T 

La stratification par les T r ' r -orbites de T induit par image réciproque une stratifi- 
cation de Vt r ' T dont les strates O p T sont indexées par les pavages entiers (/-admissibles. 
Un tel pavage P induit des pavages entiers convexes admissibles Qo = Qi et Q2 sur les 
côtés {xo = 0}, {x\ = 0} et {X2 = 0} de S^ 2 identifiés à S^ 1 et on a des morphismes de 
face pi : fi p r — > fi 7 ^ pour % = 0, 1, 2. Ces strates et ces morphismes de face admettent 
des descriptions en termes des schémas de graphes recollés Gr p 2 et GrQ 1 . 

En particulier, pour le pavage trivial, on vérifie que la strate ouverte fi p T est 
isomorphe au fermé 

({(00,01,02) I 9192 1 = r(go92 1 )} x G^")/(GL r xG m ) C (GL^ xG^)/(GL r xG m ) 

où le quotient est pris pour le plongement (g, u) 1— > ({u~ 1 g, u~ q g, g), (u H)+qil )i e s r ' T )- On 
peut identifier ce fermé au schéma 

GL r x(Gr T /G m ) 

par le morphisme ((«70, 01, 02), t) 1— > (020o" 1 ,^)- Si l'on identifie fi 7 "' 1 à GL r x(G^' /G m ) 
par le morphisme ((00, 0i),^) l—> (0i0o~ ,^), ^ es projections pi,P2 '• ^p T — > , où 
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Q = Qo = Qi = Q2 est le pavage trivial de , sont induites par les morphismes 
GL r — > GL r qui envoient g sur g et sur r(g)~ 1 g respectivement et les morphismes 

Gf T -»■ G m q ui envoient t sur (t( iofitil )) ie s^ (avec t (0 , ,r) = 1) et sur (t {t0jilt o)) teS ^ 
(avec t(o,r,o) =^00) respectivement. 

Soit S r ' r '° = S r > T - {(1,0, r - 1)}. L'inclusion G^' T '° C G^ r ' T est une section de 
l'épimorphisme ' T -» T r ' r . 

Théorème. — Le quotient gl r de fi r ' T par l'action libre du tore contient GL r 

comme un ouvert dense. Il est lisse sur le champ torique t J r,T = [T ' /T r ' T ] et il est 
muni de deux morphismes projectifs sur le schéma des homomorphismes complets gl r 
qui s'insèrent dans les deux carrés commutatifs 



GL r 
id 

GL r 



gl 



+ 



et 



g!r 



GL r 

L 

GL T 



gl 



+ 



où L : g — > r(g) x g est l 'isogénie de Lang. 

Remarque : En passant au quotient par l'action libre du tore G^ r tout entier, on 

T T 

obtient un schéma projectif fi ' , muni d'un morphisme vers la compactification de De 
Concini et Procesi de PGL r qui prolonge l'isogénie de Lang g \— > r(g)~ 1 g de ce schéma 
en groupes. □ 



5. ALLURE DES NOMBRES DE LEFSCHETZ 



5.1. Correspondances de Hecke et endomorphismes de Frobenius partiels 

On fixe dans toute cette section un niveau N = Spec(OAr) X. 
Tout élément g G GL r (A) définit une correspondance dite de Hecke 

c = (ci, c 2 ) : Cht r N (g) -> Cht^ x (x _ N)2 Cht r N 

où Cht r N (g) est un champ de Deligne-Mumford et c±, C2 sont des morphismes représen- 
tables étales. Cette correspondance ne dépend que de la double classe K^gK^ où Kn 
est le sous-groupe d'indice fini Ker(GL r (0) -» GL r (OAr)) de K = GL r (0). Si S g est 
la réunion du support \N\ C \X\ de N et de l'ensemble fini des places x de X telles 
que g x ^ F*K NjX C GL r (F x ), c\ et c 2 sont finies au-dessus de l'ouvert (X — S g ) 2 de 
{X-Nf. 
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Si a G A x , la double classe F x aKer(O x -» 0£) dans F x \A x /Ker(O x -» 0£) 
est la classe d'isomorphie d'un Ox-Module inversible £ muni d'une trivialisation de sa 
restriction à N. Si g G aK N C GL r (A), on a Cht r N (g) = Cht^, c\ est l'identité et c 2 
est l'automorphisme de Cht^r qui envoie un chtouca £ muni d'une structure de niveau 
N sur le produit tensoriel L <E> £ muni de la structure de niveau N évidente. On notera 
simplement a cet automorphisme. 

Soit Ax le schéma intersection de tous les ouverts de X x X complémentaires 
des images réciproques de la diagonales par les endomorphismes Frob x x Idx et 
Idx x Frob x de X x X pour tous les entiers n > 0. Au-dessus de Ax, il n'y a 
plus de différence entre chtoucas à gauche et chtoucas à droite : un chtouca à droite 

£ c — > £' < 3 T £ dont ,1e couple pôle-zéro (oo, 6) se factorise par Ax C X x X définit un 

chtouca à gauche £ < 3 E" c — > r £ de pôle oo' = oo et de zéro d = o, où E" = E Xj,e.',t T £ 

et t',f sont les deux projections, et vice versa. Au-dessus de Ax, les morphismes de 
Frobenius partiels introduits en 2.1 peuvent donc être vus comme des endomorphismes, 
dits encore de Frobenius partiels, 

Froboo et Frob D : A x x X 2 Cht^r — > Ax x X 2 Cht^ 

au dessus de Frobx x Idx et Idx x Frobx respectivement. 

On fixe dans la suite un élément a G A x de degré deg(a) > et on considère le 
quotient 

r deg(a) 

Cht^/a z ^ JJ Cht^ d . 

d=i 

Les correspondances de Hecke et les endomorphismes de Frobenius partiels que nous 
venons d'introduire passent au quotient par a z . 

Pour tout paramètre de troncature p : [0, r] — > R et tout a G [0,1], a z stabilise 
l'ouvert Cht^- aP de Cht^ et l'ouvert quotient 

Cht^/^ C Cht^ / a z 

est de type fini. Par contre, cet ouvert n'est stabilisé ni par les endomorphismes de 
Frobenius partiels Froboo, Frob D; ni par les correspondances de Hecke (sauf celles qui 
sont associées à des g G A X K). C'est la difficulté majeure qu'a dû surmonter Lafîôrgue. 



5.2. Nombres de Lefschetz 



Si oo et o sont deux points fermés de X le sous-schéma fini ooxoGXxXa 
exactement ô(oo, o) points fermés, où ô(oo, o) est le plus grand commun diviseur de 
deg(oo) et deg(o). Le corps résiduel de chaque £ G ooxo est une extension composée 
de «(oo) et k(o), et son degré deg(£) sur ¥ q est le plus petit commun multiple 

deg(oo) deg(o) 

II OO, O) = r 

o(oo, O) 
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de deg(oo) et deg(o). Pour chaque £ G oo x o, les suites de points fermés de X x X, 

n ^ (Frob^ x Id x )(£) et n ^ (Id x x Frob£)(£) 

sont en fait à valeurs dans oo x o et sont périodiques de périodes deg(oo) et deg(o) 
respectivement. 

Fixons g G GL r (A), deux points fermés distincts oo et o de X — S g , un entier t, deux 
entiers n^, n a > 1 tels que deg(o)n D — deg(oo)noo = t, un point fermé £ de oo x o, un 
paramètre de troncature p : [0, r] — > 1R et un nombre réel a G [0, 1]. 

On note Cht^ /a 1 la fibre en £ de la projection canonique Cht^ /a 1 — > (X — iV) 2 . 
C'est un champ algébrique de Deligne-Mumford lisse purement de dimension relative 
2r — 2 sur le corps fini k(Ç). On note 

c C = (c U , c 2 ,ç) : Cht r NÂ {g)/a z - Cht^ /a z x k(ç) Cht^ /a z 

la fibre en £ de la correspondance de Hecke définie par g. Les deux composantes eu et 
C2,£ sont représentables finies étales. 

Puisque oo et o sont distincts, le point fermé £ est dans Ax C X 2 . Les puissances 
Frob^ g ^ 00 - ) et Frob^ 6 ^ -* des endomorphismes de Frobenius partiels sont donc définies 
sur la fibre Cht^ç /a 1 et elles la stabilisent. 



Définition. — Le nombre de Lefschetz 

Lef c (<7 x Frob^ g(oo)no ° x Frobf g(o)r \ Cht^- aP /a z ) 

est la somme 

y 1 

où y parcourt l'ensemble des classes d'isomorphie de points dans Cht r N Jg)/a z munis 
d'un isomorphisme 

c u (y) = (Ftob£rt°°> n - oFrobf g (°^°)(c 2) ç(y)) 
= (Frobf g(o)n ° oFrob^ eg(oo)n -) (c 2Â (y)) 



et tels que 



c u (y) G Cht^f p /a z C Cht^ /a 1 



(T! <aP 

et où Aut(y) est /e groupe fini des automorphismes du point fixe y. 
En utilisant 

- la description adélique de Drinfeld des points de Cht^ç ([Dr 5], [La 1]), 

- le cas particulier du «Lemme Fondamental» prouvé par Drinfeld ([Lau 1]), 
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- la décomposition spectrale de Langlands ([Lan 2], [Mo-Wa]) et la formule des 
traces d'Arthur-Selberg ([Ar], [La 1]), 

- la formule de Cauchy pour calculer les intégrales qui apparaissent dans la formule 
des traces, 

Lafforgue démontre alors : 

Théorème. — Si deg(oo) et deg(o) sont assez grands en fonction de la double classe 
KNgKjsr et de l'entier t et si p est assez convexe en fonction du niveau N et de la double 
classe KnçKn, la moyenne de chacune des deux suites périodiques 

k - Lef (Frob ^ x ldxm (g x Frob^ 00 ^ x Probf «<°>«-, Cht r ^ p /a z ) 

et 

k - Lef (Idx x Frob ^ )(ç) (^ x Prob^ 00 '"- x Probf , Cht^« p /a\ 
de période le p.g.c.d. de deg(o), deg(oo) et r\, est égale à l'expression spectrale suivante 

Tr w (l^ 3i , JV )Q( de s(-)^+ de g( )^)^5( o -^)(7r)^)(7r) 

w w (o)=l 

+ E E ^»(lK Jv5 K JV ,deg(oo)n 00 )5( -^V)^ n ° ) ( 7 r'') 

l<r'<r ir'eA r ,(K N ) 
l<r"<r n"£A r „(K N ) 

OÙ 

- A r (Kjs[) C A r est un système de représentants des classes d'isomorphie de 
représentations automorphes cuspidales irréductibles de GL r (A) qui admettent au 
moins un vecteur non nul fixe sous K^, 

- ^-K N gK N est la fonction caractéristique de K^gK^ C GL r (A) et Tr n (lK N gK N ) est 
la trace de l'opérateur n{lK Ng K N ) , 

- pour x = oo, o et v un entier positif , S x u \n) = zi(tt x ) u + - ■ • + z r (7r x ) 1 ' est la somme 
des v-ièmes puissances des valeurs propres de Hecke de la composante locale non 
ramifiée tv x de tv, 

- v \— > Tr^, aP „(lK N gK N , v) est une fonction complexe de l'entier v, qui ne dépend 
pas des places o, oo G \X\ — S g , qui est de la forme 

E p *w 

zec x 

pour une famille à support fini de polynômes P z {u) G C[u], z G C x 7 et qui est 
identiquement nulle sauf pour un nombre fini de couples (tv'^tv"). 

□ 
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6. REPRÉSENTATIONS GALOISIENNES 



6.1. Représentations de Galois r-négligeables 

Rappelons que F est le corps des fonctions rationnelles sur la courbe X et que l'on 
a fixé une clôture séparable F de F. On désignera par ¥ q la clôture algébrique de 
¥ q dans F. On identifiera le groupe de Galois T ¥q := Gal(F g /F g ) à Zen choisissant 
pour générateur topologique de 1^ l'élément de Frobenius géométrique (l'inverse de 
l'élévation à la puissance g-ième dans ¥ q ). 

Notons E le corps des fractions de F®F, c'est-à-dire le corps des fonctions rationnelles 
sur la surface X x X, et fixons une clôture algébrique E de £ et un plongement 
F <S>f F E au dessus du plongement F <8> F <^-> E. On a donc défini un point 

géométrique 5 : Spec(-E') ->IxI localisé en le point générique 5 = Spec(i?) de X x X 
et tel que ses images par les deux projections canoniques de X x X se factorisent par 
le point géométrique rj : Spec(F) — > X localisé au point générique r\ de X. 

Pour tout ouvert non vide U de X, le groupe fondamental de Grothendieck iri(U,rj) 
est le quotient de Tp = Gal(F/F) qui classifie les extensions finies de F dans F qui sont 
non ramifiées en toutes les places x G \U\. Il admet comme quotient le groupe de Galois 

IV = Z. De même, pour tout ouvert non vide V de X x X, le groupe fondamental 
de Grothendieck tti(V,ô) est un quotient du groupe de Galois Gal(E/E) et admet Z 
comme quotient. 

Soit V un ouvert non vide de X x X de la forme U\ x L/2 pour des ouverts U\ et U2 de 
X. Cet ouvert est stable par les endomorphismes Frobx x Idx et Idx x Frobx de X x X 
et les foncteurs «images réciproques» par ces endomorphismes sont des équivalences, 
quasi-inverses l'une de l'autre, de la catégorie des revêtements finis étales de V sur elle- 
même (le foncteur image réciproque par Frob\/ = Frob^ x Frob[/ 2 est canoniquement 
isomorphe à l'identité). On peut donc considérer la catégorie des revêtements finis étales 

V de V munis d'un isomorphisme (Frob^ xïdu 2 )*V' V ou, ce qui revient au 
même, d'un isomorphisme (Id^ x Frobu 2 )*V V . Le foncteur fibre en S identifie 
cette catée; Orî.6 cl Ici CcltjG gorie des ensembles finis munis de l'action d'un groupe pro-fini 
■ni(Ui x U2, ô) qui s'insère dans un diagramme commutatif 

I — ► n 1 (U 1 xU 2 ,ô) — ► n 1 (U l xU 2 ,ô) — > Z — > 
I I ] 

► Z ► z 2 »■ z -> 

à lignes exactes et à flèches verticales surjectives. Tout revêtement fini étale V de 
V = Ui x U2 de la forme V = U[ x JJ' 2 où chaque U[ est un revêtement fini étale 
de Ui, est canoniquement muni d'un isomorphisme (Frob^ xldu 2 )*V V . On a 
donc un homomorphisme de tti{U\ x U2,S) dans ^1(^1, 77) x 7ri(L r 2,?7) qui prolonge 
l'homomorphisme tti{U\ x U2, ô) — > 7ri(Z7i, rj) x iii{U 2 ,rf) défini par les deux projections 
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canoniques de U\ x U2, et qui induit l'identité entre les quotients Z 2 de sa source et de 
son but. 

Proposition (Drinfeld). — L'homomorphisme défini ci-dessus 

îri(ï7i x U 2 ,ô) -> 7ri(C/i, 77) X 7Tl(t/ 2 ,^), 

est an isomorphisme. 

On a fixé dans la section 1 un nombre premier £ distinct de la caractéristique de ¥ q 
et une clôture algébrique Q e de Qi. 

Rappelons que, pour tout ouvert non vide U de X (resp. V de X x X), le foncteur 
fibre en 77 (resp. 5) est une équivalence de la catégorie des systèmes locaux Sadiques 
(c'est-à-dire des Q^-faisceaux lisses) sur U (resp. V) sur Ici Cette gorie des représentations 
^-adiques de TTi(U,fj) (resp. tti(V, ô)). Pour tout système local £-adique L sur U (resp. M 
sur V) et tout point fermé x de U (resp. y de V), la classe de conjugaison dans 7Ti(U,rj) 
(resp. 7Ti(V, ô)) des éléments de Frobenius géométriques en x (resp. y) définit donc une 
classe de conjugaison d'endomorphismes de L- (resp. Mg). On note T^Frob^, L) (resp. 
Tr(Frob y , M)) sa trace et det(l -TFrob x , L) (resp. det(l -TFrob y , M)) son polynôme 
caractéristique. 

Soient U un ouvert non vide de X et M un système local Sadique irréductible sur 
U x U. On considère les propriétés suivantes : 

(i) M est de la forme L\ M L 2 pour des systèmes locaux Sadiques (irréductibles) L\ 
sur L 2 sur £/ et, en particulier, il existe des fonctions Ai, A 2 : \UxU\ — > 1+TQ £ [T] 
telles que 

det(l -TFrob c ,M) = Ai (00) * A 2 (o) 
pour tout £ G \U x C/| de projections 00, o G où l'opération * est définie par 

ri r 2 

JJ (1 - ai^T) * Y[ (1 - a 2;i2 T) = (1 - «i^o^T). 

(ii) Il existe un isomorphisme (Frobf/ x Id(y)*M M et, en particulier, la fonction 
£ h- > det(l — TFrob^,M) est constante sur |oo x o\ pour chaque couple (00,0) de 
points fermés de U. 

La propriété (i) implique évidemment la propriété (ii) et il devrait résulter de la 
proposition de Drinfeld que les propriétés (i) et (ii) sont en fait équivalentes. 

Lafforgue démontre un résultat partiel dans cette direction. 

Proposition. — On suppose de plus que M est ponctuellement pur au sens de [De] 
et qu'il existe des fonctions Ai, A 2 : \U x U\ — > 1 + TQ e [T] telles que 

det(l — T Frobç, M) = Ai (00) * A 2 (o) 

pour tout £ G \U x U\ dont les projections 00, o G \U\ sont distinctes. 
Alors, la propriété (ii) implique la propriété (i). 
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Définition. — Si U est un ouvert de X, un système local i-adique sur U xU est dit 
r-négligeable si tous ses sous- quotients irréductibles sont de la forme L\ Kl L 2 où L\ et 
L2 sont des systèmes locaux l-adiques (irréductibles) de rangs < r — 1 sur U . 

Si À est une unité £-adique, on notera par le Q^-faisceau sur Spec(F 9 ) défini par 
le caractère Z — > Q^, 1 1— > À, du groupe de Galois IV . Si F est un faisceau £-adique sur 
un (Fg-) schéma S : on notera suivant Deligne le produit tensoriel de F par l'image 

réciproque sur S de Q^. En particulier, F^ q ) n'est autre que la torsion à la Tate F(l) 
de F. Rappelons que tout système local Sadique L sur un schéma S normal de type fini 
peut s'écrire sous la forme L = où À est une unité £-adique et M est un système 

local £-adique dont le déterminant (c'est-à-dire la puissance extérieure maximale) est 
d 'ordre fini. 



6.2. La récurrence 



Soient iVclun niveau, p : [0, r] — > R un paramètre de troncature assez convexe 
par rapport au genre de la courbe X et à N, et d un entier. On a vu dans la section 3 
comment Lafforgue construit un morphisme de champs algébriques 



-r,d; <p p=-r,r 



Cht;r -►Tr* x(X-N) 2 

lisse purement de dimension relative 2r — 2, dont le composé avec la projection sur 
(X— N) 2 est propre, et dont la restriction au-dessus de l'ouvert Spec(F g ) = Tr^ r C Tr^ 
est le morphisme pôle-zéro Cht^ d ' ~ p — > (X — N) 2 . 

- — r,T 

Par construction (cf. 3.4), le champ Tr^ est lisse sur 7 r,T x ja^-i/g 1 " -1 ] (q-i) 
[A r_1 /G^ _1 ] où T r ' r est un champ torique. On sait donc construire des résolutions 

?",T f fj- 

des singularités Tr N — * Tr^ . Fixons-en une et notons 

r,d; <p r d- <p r , T 



Le morphisme de champs 



r,d: <p 

Cht N - -> {X - N)' 



prolonge le morphisme pôle-zéro Cht r ^ d '- P — > (X — N) 2 et est encore propre. Il est de 
plus lisse purement de dimension relative 2r — 2, et le fermé complémentaire de l'ouvert 

Cht r /'> Sp C Cht^ ' " est un diviseur à croisements normaux relatif sur (X — N) 2 qui 
est réunion de diviseurs lisses sur (X — N) 2 . 

r ,d\ <P 

En prenant la réunion disjointe sur les entiers d des champs Cht N et en divisant 
par l'action de a z , on obtient un morphisme de champs 

Cht r N ~ P /a z ^ (X -N) 2 
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qui prolonge le morphisme pôle-zéro Cht 7 ^ ~ p fa z — > (X — N) 2 , qui est propre et lisse 
purement de dimension relative 2r— 2, et pour lequel le fermé complémentaire de l'ouvert 

Cht^- P fa z C Cht^ ~ /a z est un diviseur à croisements normaux relatif sur (X — N) 2 
qui est réunion de diviseurs lisses sur (X — N) 2 . 

Le théorème suivant est une description partielle de la cohomologie £-adique des 
variétés de chtoucas compactifiées. 

Théorème. — Pour tout niveau N et tout paramètre de troncature p assez convexe 
par rapport au genre de la courbe X et à N , les images directes supérieures du faisceau 

r; <p „ 

constant de valeur Q e par le morphisme canonique Cht N far -> {X-N) z sont toutes 
des systèmes locaux i-adiques (r + 1) -négligeables. 

Lafforgue prouve le théorème principal de la section 1 et le théorème ci-dessus par 
une récurrence simultanée sur r. Plus précisément, pour tout entier r' > 1, il considère 
les propriétés suivantes : 

Pi(r') Quel que soit n' G A r ', il existe o~(tv') G Sr' tel que l'on ait l'égalité de 
facteurs L locaux 

6(L(a(7r%,T)) = L(74T) 
pour presque toute place x S a ^^ U S n '. 

P2(f') Quel que soit a' G Sr', il existe n(a') G A r > tel que l'on ait l'égalité de 
facteurs L locaux 

L(7r(<j') x ,T) = l(L(*' x ,T)) 
pour presque toute place x S n ( a >) U S a '. 

Ps(r') Quels que soient n' G A r > et a; G \X\ — S n >, les valeurs propres de Hecke 
zi(n'), . . . , z r >(ir') sont toutes de valeur absolue 1. 

P 4 (r') Le théorème ci-dessus est démontré en rang r'. 
Et il prouve : 

Théorème. — Fixons un entier r > 1. Alors les propriétés Pi(r'), Ps(r') et Pa(t') 
pour r' = 1, . . . , r — 1 impliquent ces mêmes propriétés pour r' = r. 

Comme on l'a déjà signalé en 1.4, les propriétés Pi(l), • • • , Pi(r — 1) impliquent les 
propriétés P2(l), • • • , ?2(^ — 1), ^2(1"), et en particulier la correspondance de Langlands 
en tout rang r' < r. Le théorème ci-dessus implique donc bien le théorème principal de 
1.3. Ces mêmes propriétés impliquent aussi des propriétés renforcées où l'on impose que 
S a ^/) = S n > et les égalités de facteurs L locaux pour toutes les places x G" SV- 

Dans la suite de cette section nous allons commencer la démonstration du théorème 
précédent en nous concentrant sur les aspects galoisiens. 

6.3. Les strates du bord sont r-négligeables 
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Dans toute cette sous-section on fixe un paramètre de troncature p : [0, r] — > R assez 
convexe en fonction du genre de la courbe X et de N. 
Pour tout entier v on note 

Tjr\<p,v £j-r;<p,v , ?rr;<p, v 
N ' N el N,d 

les u-iem.es images directes supérieures à supports compacts du faisceau constant Q £ 
par les morphismes de champs 

Cht^ p /a z - (X - N) 2 , Cht r N ~ P /a z - (X - N) 2 

et 

(Cht^- P - Cht^ p ) /a z - (X - N) 2 . 

Ce sont des systèmes locaux Sadiques sur (X— N) 2 , qui sont nuls pour v ^ {0, 1, . . . , 4r— 
4} (et même pour v ^ {0, 1, . . . , 4r — 6} dans le cas de H^'^ p ' et on a une suite exacte 
longue 

Tjr; <p,v tt r; <p, v fV r; <p, v jjr\ <p, v+l 

N N ~^ n N,d n N 

Le diviseur à croisements normaux relatif ^Cht^~ P — Cht^- P j /a z sur (X — N) 2 
est réunion d'une famille finie de diviseurs lisses. Il est donc muni d'une stratification 
canonique. Une strate fermée du bord est une intersection d'une sous- famille non vide de 
cette famille. La relation d'inclusion définit une relation d'ordre sur les strates fermées du 
bord. Une strate ouverte du bord est le complémentaire dans une strate fermée du bord de 
la réunion des strates fermées du bord strictement plus petite. Par exemple, pour iV = 0, 
les strates ouvertes du bord sont les Cht^' ~ P /a z pour ^ R = {r±, . . . , r s _i} C [r — 1] 
définies en 3.3, et les strates fermées du bord sont les adhérences des strates ouvertes 
du bord. 

Toute strate du bord (fermée ou ouverte) est lisse sur (X — N) 2 : et les images directes 
supérieures à supports compacts de par la restriction à une telle strate du morphisme 
pôle-zéro sont toutes des systèmes locaux ^-adiques sur (X — N) 2 , qu'il est commode 
d'appeler images directes supérieures de la strate. 

Proposition. - - Supposons que les propriétés Pi(l) . . - ,Pi(r — 1) soient vérifiées 
pour ce niveau N. Alors, les systèmes locaux i-adiques 

- images directes supérieures des strates fermées du bord, 

- images directes supérieures des strates ouvertes du bord 

- H^ p >»,0<v<4r-6, 
sont tous r -négligeables. 



Esquissons la preuve de cette proposition pour iV = 0. On procède par récurrence 
sur r. Compte tenu de la suite exacte longue ci-dessus, les hypothèses de la proposition 
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et de récurrence assurent que les images directes supérieures par les morphismes 

Cht r',d';< P ' ^ x xX 

sont toutes (r' + 1) -négligeables quels que soient les entiers 1 < r' < r et d' et le 
paramètre de troncature p' assez convexe par rapport au genre de X . 

-r,d; <p 



Chaque strate Cht^ ' ~~ , ^ R = {ri, . . . , r s _i} C [r — 1], est finie et radicielle 
sur un champ Cht^' ' - p et lui est donc équivalente du point de vue de la cohomologie 
£-adique. Par hypothèse de récurrence, tous les sous-quotients irréductibles des images 
directes supérieures par le morphisme 

(00 = 001, 01 = oo 2 , • • • , o s _i = oo s , o s = o) : Cht fl ' d; - p — > X x X s ~ x x X 

sont de la forme 



pour des systèmes locaux Sadiques irréductibles L'^L" de rangs < r x < r, L' 2 , L'2 de 
rangs < r2 — ri < r, ... et L' S1 L" S de rangs < r — r s _i < r sur la courbe X. Par 
suite, les images directes supérieures par le morphisme (00, 6) : Cht^ ,J ^IxIse 
décomposent en systèmes locaux Sadiques 

(l; m l?) ® h" (f, ® F? x- 1 , a|(Ly ® , 

et ont tous leurs sous-quotients irréductibles de la forme (L^ML")^ où À est une valeur 
propre de Frob g agissant sur H v (W q ® Fg X s_1 , Klj~}(L" ® I^- + i)) ; la proposition s'en 
suit. 

Le cas général est un peu plus difficile mais similaire en utilisant le fait essentiel 



que les Cht ^ ~ /or et Cht N ~ /or sont construits à partir des Cht ' ~ jar en formant 
un produit fibré au dessus du champ Tr^. On a besoin d'une formule de comptage 
supplémentaire où interviennent les fonctions d'Euler-Poincaré introduites par Kottwitz 
(cf. [Lau 1]) et un argument inspiré de [Ha- Ta]. 



6.4. Séparation de la partie cuspidale de la cohomologie 



Soit S un schéma de type fini sur ¥ q . Un système local £-adique virtuel M sur U xU 
est une combinaison linéaire formelle M = J2 L mM^L) [L] où L parcourt un ensemble de 
représentants des classes d'isomorphie de systèmes locaux Sadiques irréductibles sur S 
(fixé une fois pour toute) et où L 1— > m m (L) est une fonction sur cet ensemble à valeurs 
rationnelles et à support fini. Le coefficient rriM(L) G Q est appelé la multiplicité de 
L dans M. On dit que L intervient dans M ou encore que L est un constituant de M 
si 171m(L) 7^ 0. Un système local £-adique M définit un système local £-adique virtuel 
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[M] : rriM(L) est la multiplicité de L dans n'importe quelle fîltration de Jordan-Holder 
de M. 

On dira qu'un système local £-adique virtuel M = J2l m M(L)[L] sur S est effectif 
si îtim(L) > quel que soit L. On dira qu'il est pur de poids un entier w si tous les L 
qui interviennent dans M sont ponctuellement purs de poids w. On dira qu'il est mixte 
de poids contenus dans un ensemble W d'entiers si chaque L qui intervient dans M est 
ponctuellement pur de poids appartenant à W. 

Soit maintenant U un ouvert non vide de X. Un système local £-adique virtuel M sur 
U x U est dit r '-négligeable si tous les L qui interviennent dans M sont r-négligeables. 
Si M = J2 L m,M(L)[L] est un système local £-adique virtuel sur U x U, on appelera 
morceau non r -négligeable de M et on notera M cusp = J2l m M cuap (L)[L] le système 
local £-adique virtuel sur U x U défini par mM cusp (L) = si L est r-négligeable et 
m Mcusp (L) = m M {L) sinon. 

En confrontant la formule des points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]) 
Lef c (Froh^Z \ = Tï(Frob^i^) 

et le cas particulier g = 1 et deg(oo)n OG = deg(o)n D = deg(£)n de la formule pour la 
moyenne de nombres de Lefschetz énoncée en 5.2, on voit que sans changer la valeur de 
l'expression 

( deg(Q \ ( deg(Q \ 

J2 E ^J4l^,deg(0n)si des(oo) V)So Ug(o) V) 

l<r'<r Tz'eA r ,(K N ) 
l<r"<r iï"eA r „(K N ) 

on peut y remplacer les fonctions v \— > Tr|f 7r ,,(l.K- JV , i/) par des fonctions de la forme 
Xlz6C x P our une famille à support fini de scalaires c z G Q, z É C x . 

L'hypothèse de récurrence permet de remplacer les ir' et ir" qui interviennent dans 
cette même expression par des systèmes locaux Sadiques irréductibles et purs de poids 
sur X — N. Compte tenu du théorème de pureté de Deligne ([De]) on en déduit : 

Proposition. — Si p : [0, r] — > R est paramètre de troncature assez convexe en 
fonction du genre de la courbe X et de N, il existe un système local i-adique virtuel 
mixte de poids entiers Hjj^ sur (X — N) 2 tel que la différence 

' k=l v 

soit r-négligeable et que, pour tout couple (oo, 6) de points fermés distincts de X — N , 
tout point fermé £ G oo x o et tout entier n > 1, on ait 

_ ( deg(Q \ f deg(Q \ 

Tr(Frobç , H^'^f sp ) = ^ « (r " 1)deg(0n ^(l^)5à, **** \n)S^ \n). 

ireA r (K N ) 
w 7r (o)=l 
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L'encadrement de Jacquet et Shalika ([J-S 1]) 

< \zi(n x )\âé(ï) < gè, Vi = 1, . . . ,r, Vi G \X — N\, 

pour les valeurs propres de Hecke de tout 7r G ^1^(1^^) assure que H^'^isp est mixte de 
poids contenus dans {2r — 3, 2r — 2, 2r — 1} et qu'il a des constituants de poids 2r — 3 
si et seulement si il en a de poids 2r — 1. 

Par des arguments de fonctions L pour les système locaux £-adiques sur la surface 
(X —N) 2 , Lafforgue déduit de la proposition ci-dessus, du théorème de pureté de Deligne 
et des résultats de 6.3 : 

Corollaire. — (i) Le système local i-adique virtuel H^'^ sur (X — N) 2 est effectif, 
pur de poids 2r — 2 et n'admet aucun constituant r -négligeable. 

(ii) Les systèmes locaux £-adiques H^- P,v , v ^ 2r — 2, sont tous r -négligeables 
et -ffjv cnisp es t exactement le morceau non r -négligeable du système local £-adique virtuel 

i^[(Frob^xId x )*^^ 2 - 2 ]. 



Pour tous paramètres de troncatures p < q qui sont assez convexes par rapport au 
genre de X et au niveau N, on a un carré commutatif 



Trr;<<l,* , fjr;<q,* 

11 l\T 7 11 » 



+ 



Tj-r;<p,* Tjr;<p,* 

11 jy ? 11 n 



N 



où les deux flèches horizontales et la flèche verticale montante de gauche sont les 

prolongements par zéro pour les inclusions de Cht^-^ C Cht^~ T ', Cht^- 9 C Cht^' _<? 
et Cht^- P C Cht^' ~ q et la flèche verticale descendante de droite est induite par la 

r; // r; ' r/ 

correspondance dans Cht^r x Cht^r qui est l'adhérence du graphe de l'inclusion 
Cht^- P C Cht^-- 9 . La proposition de 6.3, le corollaire ci-dessus et l'existence de ce 
carré commutatif impliquent facilement le lemme suivant qui est crucial pour la suite. 

Lemme. — Pour tous paramètres de troncatures p < q qui sont assez convexes par 
rapport au genre de X et au niveau N , les noyau et conoyau de Vhomomorphisme de 
prolongement par zéro 

TTr;<p,2r-2 Trr;<q,2r-2 
n N ~^ N 

sont r -négligeables. 
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En utilisant ce lemme, Lafforgue prouve que le ind-système local £-adique «de rang 
infini» sur (X — N) 2 

#£ 2r - 2 = lnn#£- P ' 2r - 2 , 
p 

où p parcourt l'ensemble des paramètres de troncature qui sont assez convexes par 
rapport au genre de la courbe X et à N, a la propriété suivante : 



Lemme. — II existe une unique filtration finie 

1 (- zp2u (-___(- T? T — T- x 



F* = ((0) = F Ç F 1 C F 2 C • • • C F 2u+1 C F 2u C • • • C F T = #; ;2r_2 



- pow font entier u > tel que 2u + 1 < T, F 2u+1 / F 2u est la somme de tous les 
sous-systèmes locaux i-adiques (de rang fini) r -négligeables de H r ^ r ~ / F 2u , 

- pour tout entier u > tel que 2u + 2 < T, f 2u+2 / F 2u+1 est la somme de tous 
les sous-systèmes locaux l-adiques (de rang fini) H r ^ r ~ /F 2u+1 dont aucun sous- 
quotient n'est r -négligeable, 

- si p est un paramètre de troncature assez convexe par rapport au genre de X et au 
niveau N et si on note F- p '* la filtration sur H^- P ' 2r ~ 2 induite par F', alors, 
pour tout entier u > 0, le plongement 

p<p,2u+2 jp<p,2u+l ^ p2u+2 jp2u+l 

est un isomorphisme. 
Considérons alors le système local £-adique (de rang fini) sur (X — N) 2 

Rassemblant les résultats de cette sous-section, on obtient finalement : 

Proposition. — (i) Pour tout paramètre de troncature p assez convexe par rapport 
au genre de X et au niveau N, on a l'égalité de systèmes locaux l-adiques virtuels 

1 H 

H nX = -y ^[(Frob^ X Idx-Arr^cusp]- 
' k=i 

(iï) Le système local t-adique H^ cusp est ponctuellement pur de poids 2r — 2. 

(iii) Pour tout couple (oo, 6) de points fermés distincts de X — N , tout point fermé 
£ de oo x o et tout entier n, on a 



1 H 

- Tr(Frobç , (Frob^-Ar x ^x-n)* H r N cusp ) 



ri 

k=i 



= ç (r-l)deg(€)n ^ Tr„(l Klf )Sèo '{rfS}**™ '(n). 



7reA r (K N ) 
w w (o) = l 
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7. UNE VARIANTE D'UN THÉORÈME DE PINK 



7.1. Le cas des schémas 

Soient S un schéma de type fini et lisse (sur ¥ q ) et p : X — > S 1 un morphisme de 
schémas propre et lisse purement de dimension relative d. On se donne un diviseur 
Y C X h croisements normaux relatif sur S qui est réunion Y = Yi U • • • U Y m de 
m diviseurs lisses sur S. Pour toute partie J de {l,...,m} on note Yj = f] ieI Yi et 
X/ = Y} — (Jjdj ^J- On a donc X0 = X- ycYf) = XetJ est la réunion disjointe de 
ses parties localement fermées Xj. De plus, pour chaque Je {1, . . . , m}, la restriction 
pi de p à Y/ est propre et lisse purement de dimension relative d — |J|, et Xi est un 
ouvert dense de Yj. 

On considère un endomorphisme / : S — > S 1 et un morphisme fini de schémas 

1?0 — > Z := Xfl Xf^ s C Ij) x X 

où «X/ 5 5» est une notation abrégée pour « x wo /,s, w »• On suppose que la première 
projection pr0 : : r — > X$ est étale. Le S'-schéma est donc lisse purement de dimension 
relative d sur S. En particulier il est normal. 

Alors, si s est un point fermé de S et si n > 1 est un entier tel que 

FtobSC/OO) = /(FtobSOO) = *, 

la fibre r s — > Z s C Xq j^ x X s en s de r coupe transversalement la fibre 
^0,/ (s ) -> X 0jS x X 0J(s) en (s, f(s)) du graphe <5£ = (Frob^ , Id x J : X ^ X x X . 
On note 

Lef s (r xFrob^,X ) 

le nombre des points d'intersection. 

On note r-»Z:=Ix^I C I x I le morphisme fini de schémas obtenu par 
normalisation de Z dans r . On se propose de donner une interprétation cohomologique 
de Lef s (r x Frob^,X ) sous une hypothèse de «stabilité de l'ouvert X$ C X au 
voisinage des points fixes de T». 

7.2. Stabilité au voisinage des points fixes 

On note pr l7 pr 2 : V — > X les deux projections canoniques de Y et, pour chaque entier 
n > 0, <5 n le graphe (Frob^, Id x ) :I^IxI. 

Définition. — On dira que F stabilise X$ au voisinage de ses points fixes s'il existe 
un ouvert U C X x X contenant toutes les intersections de l'image de F dans Z G X x X 
avec les images des graphes de Frobenius ô n (X) C X x X , n > 0, et tel que 

pr 1 (prJ 1 (X )nE/'r) C X 
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où Ut C Y est la trace de U sur Y. 

Lemme. — Pour que Y stabilise X$ au voisinage de ses points fixes, il faut et il suffit 
que Y satisfasse au critère valuatif suivant : 

(*) Pour tout anneau de valuation discrète A de corps des fractions K et de corps 
résiduel k et pour tout point 7 : Spec(A) — > Y tel que pr 1 (7(Spec(K))) G Y(K) et 
pr 2 (7(Spec(.ftT))) G X${K), l'image de 7(Spec(/c)) G Y(k) dans Z C X x X n'est dans 
l'image d'aucun des graphes de Frobenius ô n , n G N. 

Comme l'a fait Pink dans [Pi], Lafforgue introduit l'éclatement tc : Z — > Z de 
Z = X Xf t s X le long du fermé réunion des Yi x f^s Y i: 1 < i < m. Cet éclatement 
est aussi le produit fibré au-dessus de Z des éclatements Zi — > Z, 1 < i < m, de Z le 
long des Yj x ^5 Yj. Il est donc muni de diviseurs Ei, 1 < % < m, qui sont les images 
réciproques dans Z des diviseurs exceptionnels dans les Zi. Pour toute partie non vide 
/ C {1, . . . , m}, on vérifie que 

E I := fi Ei C fi tt" 1 ^ x ls Y,) = tt" 1 ^ x /jS 17), 

que i?/ est le produit fibré sur Z des diviseurs exceptionnels dans les Zi pour i £ I 
et des ^ pour i ^ i", que i?/ est lisse sur £ purement de dimension relative 2d — \I\ 
et que la restriction de 717 : Ei — > Y} x ^5 Yj au-dessus de l'ouvert X/ x Xi est un 
fibré projectif de rang |/|. Les Ei sont donc des diviseurs lisses sur S et leur réunion 
E = Ei U • • • U .E m est un diviseur à croisements normaux relatif sur S. 

Par construction tt : Z — > Z est un isomorphisme au dessus de Z0. On notera r — > Z 
la normalisation de Y$ dans Z. Bien entendu tt «envoie» T dans T. 

Pour tout point fermé s E S la, fibre ir s : Z s — > Z s en s de 7r est l'éclatement de 
Z s le long de la réunion des fermés Y i)S x /,/( s ) F,/( s ) de Z s = X s x /j( s ) -^/(s)- Pour 
tout point fermé s G £ et tout entier n > tel que Frobg(/(s)) = /(Frobg(s)) = s, la 
fibre ô™ s : Xf^ — > Z s C X s x -Xy( s ) en (s, /(s)) du graphe de Frobenius se relève 
canoniquement en un morphisme 

Ô (s,f(s)) : X f(s) -»■ 

puisque, pour chaque z = 1, . . . , m, l'image réciproque par ô~™ s du fermé Yj )S x /,/( s ) 
Y îj/(s) C Z s est le diviseur Y i)/(s) C X f ( s y 

La proposition suivante prolonge un résultat de Pink ([Pi]). 

Proposition. — Supposons que Y stabilise X$ au voisinage de ses points fixes. Alors, 
quitte à remplacer f par 

f(n ) ._ Frob n f = fo Frob£° 

et Y$ par 

F nO) : = (^0 X ^0) X Frob™° xId X0 ,X xX F 0- 
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pour un entier no > assez grand, la normalisation V vérifie la propriété suivante : 
pour tout point fermé s G S et tout entier n > tel que Frobs(/(s)) = f(Frobg(s)) = s, 
l'image de $1 tt 8 \ dans Z s ne rencontre pas l'image de Y s en dehors de Z$^ s C Z s . 



7.3. Formule des points fixes 

Rappelons que l'on a fixé un nombre premier £ distinct de la caractéristique de ¥ q . 
Considérons la cohomologie £-adique de X et Z au-dessus de S 

Rp*Q £ et Rq*Qe G D c b (S, Q t ) 

où q : X x f 5 X — > S est la projection canonique, et plus généralement les cohomologies 
£-adique des Yj au-dessus de S 

Rpi,*Qe et R qi ,*Q e G D c b (S, Q £ ) 

où çj : 1/ x f t s Yj — > S 1 est la projection canonique. La formation de ces cohomologies 
commute aux changements de base 5" — > S. En particulier, la fibre en un point 
géométrique s de S de Rpi,*Qe est la cohomologie £-adique i?r(Y} 5 s, Q^) de la fibre 
de pi en ce point. 

Nos hypothèses assurent que les faisceaux de cohomologie R^pi^Qi (resp. R^qi } *Qi) 
sont tous lisses sur S et qu'ils sont nuls pour les j qui ne sont pas dans l'intervalle 
[0,2(d-|/|)] (resp. [0, 4(d - |/|]). 

Soient I C {0, 1, . . . , m}, n un entier > 1 et u 7 G H°(S, R 2 ^-\ I ^q I ^Q e )(d - \I\) une 
classe de cohomologie. Alors 

- l'endomorphisme de Frobenius Frob^ qui relève Frobg, induit un homomorphisme 

Frob£ : (Frob%)*R Pl ,*Qe -> #P/,*Q^, 



d'après la formule de Kùnneth et la dualité de Poincaré, ui peut être vu comme 
un homomorphisme 

u T : f*R P i,*Qi -> R P i,*Qi, 



- les homomorphismes composés 



Frob^ o(Frob£)*M : (Frobg) *f*R Pl ,*Q e - «Pj^Q/i 

et 

W/ o /* (Frob^) : /* (Frob^l^Q, -> #p/,*Q £ 

coïncident. 
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On notera 

m x Frob^ : {¥roh n s Y f*R Pl ^ = f*(Frob n s )*R Pl ^® e - R Pl ,*Q e 

ces homomorphismes composés. Pour tout point géométrique « de S qui vérifie 
/(Frobg(s)) = Frob5(/(s)) = s, ttj x Frob^ induit un endomorphisme de la coho- 
mologie RT(Yj j - s , Qg) de la fibre en s de pi : Yj — > S dont on notera 

tr(uj x Frob^, J Rr(y Jj? ,Q^)) G Q £ 

la trace. 

Le «cycle de codimension d)) Y sur X Xf ; s X admet une classe de cohomologie 

ci(r)eH°(s,R 2 %Q £ )(d). 

De même, si on note q = qoiv: Z^S,T admet une classe de cohomologie 

cl(f) eH°(S,R 2 %Q £ )(d). 

Pour chaque / C {1, . . . , m} non vide, on a un ho mo morphisme de faisceaux 

R 2 %Qi(d) - R 2 %^Q £ (d) - ^-^Dg^Q^d- |/|) 

oùqj-.Ei^S est la projection canonique, où la première flèche est l'homomorphisme 
de restriction au fermé £; C Z et où la seconde flèche est duale de l'homomorphisme 

il} : R 2(d -\^ qi ^Q e (d - \I\) - i^-l'Dç^Q^ - | J|). 

On note cl(r)/ l'image de cl(r) par cet homomorphisme composé. 

Plus généralement on peut refaire cette construction après avoir remplacé / par 
y (n ) e t p p ar r^ '* pour un entier no > (cf. la proposition de 7.2). Pour chaque I C 

{1, . . . , m} non vide, on obtient une section globale cl(r( n °)),r de R 2 ^ d ~^^qj. ° Qe(d— 
où q\ n °^ : Yj x f(n )^ s Yj — > S est la projection canonique. L'image directe de cette section 
globale par le morphisme radiciel Frob y ° x Idy, : Yj x y(n ),s — * x f t s Yj est une 
section globale notée cl(r)^ o) de R 2 ( d - W) qi,*Qe(d- 

Avec ces notations, Lafforgue prouve la généralisation suivante de la formule des 
points fixes de Grothendieck-Lefschetz ([Gr]). 

Théorème. — Supposons que F stabilise l'ouvert X$ au voisinage de ses points fixes 
et soit no > un entier vérifiant la conclusion de la proposition de 7.3. 

Alors, pour tout point fermé s de S et tout entier n > no tels que Frobg(/(s)) = 
/(Frobg(s)) = s, on a 

Lef s (r x Frob£ ,X ) = tr(cl(r) x Frob^, RT(X T , Q e )) 

+ (-l) |7| tr(cl(r)? o) x Frob y/ ,MXY^,Q,)). 

/C{l,...,m} 
/#0 
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7.4. Extension à certains champs algébriques 

Comme le montre Lafforgue, les résultats de cette section valent encore après avoir 
remplacé le S-schéma p : X — > S, le diviseur Y = Y\ U • • • U Y m et le morphisme de 
schémas r$ — > Z% par un S-champ algébrique p : X — > S, un diviseur ^ dans X et un 
morphisme de champs algébriques — > 2.@ qui vérifient les propriétés suivantes : 

- le morphisme p : X — > S 1 est de type fini, 

- au voisinage de chacun de ses points le champ X admet un recouvrement fini et plat 
par un espace algébrique muni de l'action d'un groupe fini qui agit transitivement 
sur les fibres de ce recouvrement, 

- le morphisme p satisfait au critère valuatif de propreté, 

- le morphisme p est lisse purement de dimension relative d, 

- V est une réunion de diviseurs Vi, . . . , V m qui sont lisses sur S et est à croisement 
normaux relatif sur S, 

- Xq est un S'-champ algébrique de Deligne-Mumford, le morphisme 1?0 — > Z$ = 
Xq x f t s X<$ est représentable fini et la première projection de T$ sur X@ est étale. 

8. FIN DE LA RÉCURRENCE 



8.1. Ce qu'il reste à démontrer 

Soient JVcIun niveau. Pour tout g G GL r (Â) la correspondance de Hecke 
c = ( Cl ,c 2 ) : Cht r N (g)/a z -> (Cht^ /a z ) x (x _ N)2 (Cht r N /a z ) 

envoie Cht^- p /a z dans Cht^~ 9 /a z dès que q — p est assez convexe en fonction de 
KjsrgKN. Par conséquent, le ind-système local £-adique H r ^ 2r 2 défini en 6.4 est muni 
d'une action de la Q^-algèbre de Hecke Oi(K N ) = C c (GL r (A) / / K N ) des fonctions à 
valeurs dans Qg, X^v-hivariantes à gauche et à droite et à supports compacts sur GL r (A). 
De même, les morphismes de Frobenius partiels induisent un isomorphisme 

(Frobx-Ar x Mx-aO*^- 2 H r f r ~ 2 

qui commute à l'action de !K(K^)- 

Comme la construction faite en 6.4 du système local Sadique cusp à partir 
de H r ^ 2r ~ 2 est canonique, H fa est lui aussi muni d'une action de l'algèbre de 
Hecke 'K(Kn) et d'un isomorphisme (Frobx-7v x Iàx-N)*Hfa ~^ -^zv,cusp- Dans 
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l'énoncé de la dernière proposition de la section 6.4, on peut donc remplacer la moyenne 
VfXtiii^x-N xld X - N yHr Ncusp ] par [#^ cusp ]. 
Dans cette dernière section nous allons montrer : 

Proposition. — Pour tout g G GL r (A) ; tout couple (oo, 6) de points fermés distincts 
de X — S g (où S g C \N\ est l'ensemble fini de points fermés de X défini en 5.1), tout 
point fermé £ de oo x o et tout entier n, on a 

Tr(l KNgKN xFrob^i^ 

,cusp/ 

= 5 (r-i)deg(On £ Tr^l^ gKN ) si > (n) Sy cs(o) > (n) . 

ir£A r (K N ) 
w w (o) = l 

Cette proposition généralise la partie (iii) de la dernière proposition de la sous-section 
6.4 et des arguments standard permettent d'en déduire les propriétés Pi(r), P2(r) et 
P 3 (r). 

8.2. Trace des opérateurs de Hecke sur H^ffusp 



Lemme. — Soient U un ouvert non vide de X et M un système local l-adique sur 
U x U muni d'un endomorphisme h : M — > M . Alors, un fois fixé un ensemble de 
représentants des classes d'isomorphie de systèmes locaux l-adiques irréductibles sur 
U x U, il existe une unique application à support fini L i— > Xl de cet ensemble dans 
telle que 

Tr(h o 7 , Mj) = Tt(7, h) 

L 

pour tout 7 G tti(U x S). 

Si [M] = J2l m M(L) [L] est le système local Sadique virtuel sur U x U associé à M 
et si M cusp = J2 L mM cusp (L)[L] est son morceau non r- négligeable (cf. 6.4), on notera 

L 

pour tout 7 G tti(U x U, 8). 

Bien entendu, on va appliquer ceci au morceau non r-négligeable H^^ sp de la 
cohomologie £-adique H}j - p ' et à l'endomorphisme de - p ' 2r ~ 2 induit par une 
correspondance de Hecke. 

Plus précisément, soit p : [0, r] — > R un paramètre de troncature assez convexe par 
rapport au genre de la courbe X et à iV et soit g G GL r (A). D'une part, on a déjà 
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vu que la correspondance de Hecke c : Cht r N (g) — > Cht^y X(x-N) 2 Cht r N envoie Cht^ _p 
dans Cht^- 9 pour un paramètre de troncature q > p convenable et qu'elle induit un 
morphisme entre les cohomologies à supports compacts h : H^- p ' * — > H^- q '* . D'autre 
part, cette correspondance induit par restriction un cycle 

c& : Chtp p (g) -> Chtp p x {x _ N)2 Chtp p , 

puis par normalisation une correspondance 

r; <p r; <p r; <p 

c- p :Cht N (g)^Cht N x (x _ N)2 Cht N , 
et donc un endomorphisme noté h de la cohomologie £-adique H^- p '*, d'où une trace 

Tr~ r; < P (/107) 

iV,cusp 

pour tout 7 G 7Ti((X - N) 2 ,ô). 

Quitte à agrandir g, on peut supposer que q est assez convexe par rapport au genre 
de la courbe X et à N. On alors un diagramme commutatif 



o-r; <q, * 
N 



o-r; <q, * 
TV 



if 



r; <p, * 



AT 



-> H 



+ 

r; <p, * 
N 



H 



r; <p, * 
N 



où les flèches h et h sont celles définies ci-dessus et les autres flèches sont les mêmes que 
dans le carré commutatif de 6.4. Par un argument facile utilisant les résultats de 6.4, 
Lafforgue en déduit : 

Proposition. — Pour tout paramètre de troncature p assez convexe en fonction de 
N , tout point fermé £ de (X — N) 2 et tout entier n, on a 

Tr(l KN9 K N x Frob^, ^ )CUSp ) =Tr~ r; < p (/^oFrob^). 

iV,cusp 



8.3. Application de la variante du théorème de Pink 

Fixons un paramètre de troncature p : [0, r] — > R assez convexe par rapport au genre 
de la courbe X et à N, et un élément g G GL r (A). On a défini un ensemble fini S g D \N\ 
de points fermés de X. 
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On cherche à appliquer les résultats généraux du chapitre 7 à 

S = (X - S g )\ f = Id s :S^S, 

X = (X - S g ) 2 x {x _ N)2 (Chtp p /a z ) C(X- S g ) 2 x (x _ N)2 (CÏTt; ; - P /a z ) = X, 
(ci, c 2 ) : (X - S g f x (x _ N) 2 (Cht r N (g)/a z ) = T - X x s X , 

et 

la normalisation de X Xg X dans T . Le fermé complémentaire y = X — X est un 
diviseur à croisements normaux relatif sur (X — S g ) 2 , qui est réunion V = U • • • U V m 
de diviseurs lisses sur (X — S g ) 2 . 

Pour chaque entier n > 0, on dispose des classes de cohomologie suivantes : 

- cl(T) dans la cohomologie de X x§ X au-dessus de (X — S g ) 2 , 

- cl(r)^ n °' ) dans la cohomologie de y 7 xg y 7 au-dessus de (X — S g ) 2 pour tout 
le {1, . . . , m} non vide. 

Pour tout ouvert U de X notons Au le schéma intersection de tous les ouverts de 
U xU complémentaires des images réciproques de la diagonales par les endomorphismes 
Froby x Idu et Idu x FrobJ} de Î7 x U pour tous les entiers n > 0, c'est-à-dire 
l'intersection de Ax C X x X avec U x U. 

Nous avons besoin du théorème suivant de Lafforgue, qui prolonge en rang arbitraire 
un résultat établi par Drinfeld en rang 2 ([Dr 7]). 

Théorème. - - Supposons que p est assez convexe et U C X — S g est assez petit 
relativement à N et à K^gK^. Il existe alors un ouvert de Zariski V C Ux U , contenant 
Au, tel que, après avoir remplacé S = (X — S g ) 2 par V et X C X et T C Y par leurs 
restrictions à cet ouvert de S, la correspondance F stabilise l'ouvert X au voisinage de 
ses points fixes. 

En d'autres termes, l'hypothèse du théorème de la sous-section 7.3 est vérifiée au- 
dessus de V D Au. Par conséquent, si no > est l'entier de loc. cit., pour tout point 
géométrique £ localisé en un point fermé £ de Au et tout entier n tel que deg(£)n > no, 
on a la formule de points fixes 

Lef c (r x FrobJ g(Ç)n ,X ) = tr(cl(r) x FrobJ g( ° n , KTÇXj, Q e )) 

+ ^(-l)l / ltr(cl(r) / no) x Frob^f )n ,RTQé a ,Q e )). 

On remarquera que, pour chaque I C {l,...,m} non vide, il existe une famille 
{mi(L))u de scalaires dans Q e , indexée par un ensemble de représentants des systèmes 
locaux Sadiques irréductibles sur (X — S g ) 2 , à support fini, telle que 

tr(cl(r) / no) x Fro\ffî® n ,RT{y itV Qt)) = m ^ L ) Tr(Frob£, L), 

L 



873-57 



et que toj(L) = pour tout L qui n'est pas r-négligeable d'après 6.3. 

Dans la suite de cette sous-section, on identifie Qi à C par l'isomorphisme fixé en 
1.3. 

Dans la formule de points fixes ci-dessus, on peut remplacer £ par (Frob^- x Idx)(£) 
pour k = 1, . . . , r! et faire la moyenne des r! expressions obtenues. Le premier membre 
de cette moyenne est égal à 



/ dcg(Q \ / dcg(Q \ 

E Tr n (1 Kn9Kn tf'-V **<0»sjb" dcs(30) nj (7r)d dcg(o) n V 



) 



w w (o) = l 



_ _ ( dcg(Q \ / dog(e) \ 



) 



l<r'<r 7r'e.A r /(*Ov) 
l<r"<r /^^^(Jfjv) 



d'après 5.2. Compte tenu de la proposition de la sous-section précédente et de 
l'hypothèse de récurrence Pi(r') pour tout r' < r (cf. 6.2), on a donc une expression 
pour la différence 



Tr(l KN9 K N xFrob^i^ 



cusp/ 



_ 5 (r-l)deg(0» J2 TrMK N9 K N )SL j (7T)5o l35iM V) 

Tre^lr(-K'jv) 
w w (o) = l 

de la forme 

E^(ndeg(0)Tr(Frob^,L) 

L 

où (z/ i— > Pl{v))l est une famille à support fini de fonctions complexes de l'entier v de 
la forme 

z 

pour une famille à support fini de polynômes Pl,z(u) G C[u], -2 G C x , qui sont 
identiquement nuls quand L n'est pas r-négligeable. 

En développant les polynômes Pl,z{ u ) et en utilisant l'indépendance linéaire des 
fonctions v \— > z/^z 1 ' de l'entiers z/ pour k G Z et z G C x , on voit tout d'abord que l'on 
ne perd rien en replaçant chaque Pl,z{u) par son terme constant Pl,z(®)- 

En utilisant la correspondance de Langlands et la conjecture de Ramanujan-Petersson 
déjà connues en les rangs < r et un dernier argument de fonctions L, Lafforgue conclut 
alors la preuve de la proposition de 8.1 et la récurrence. 
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